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二元樹理論模型及應用

Financial Engineering and Computations
Dai, Tian-Shyr
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授課大綱

• 選擇權簡介
• 單期的二元樹模型

– 避險組合的建構及評價

– 簡介風險中立機率及構成要件

• 多期的二元樹模型
– 動態避險

• 新奇選擇權的評價
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選擇權簡介(1)

•歐式選擇權給予持有人在特定的時間點上,以

約定好的價格,買入或賣出特定的資產的權利

–契約上載明的日期稱為到期日(maturity date)

•假定合約起始點為0,到期日為T

–交易的資產稱為標的資產(underlying asset)

•假定在時間t時,標的資產價格為S(t)

–契約上載明的價格稱為履約價格(exercise price)

•假定履約價格為X
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選擇權簡介(2)
•歐式買權(call)給予持有人以X價格購買標

的物權利

–到期日損益:max(S(T)-X,0)

•歐式賣權(put)給予持有人以X價格售出標

的物權利

–到期日損益:max(X-S(T),0)

•購買選擇權的成本稱為權利金

•美式選擇權允許持有人在到期日之前履約
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單期二元樹模型

• 假定XYZ公司預估於下個月時付出 USDs, 
假定今天台幣對美金的匯率是1:35,則該公
司立刻購買的成本是

• XYZ如不立刻購買,則需承擔匯兌風險如下:

610

7105.3 ×

×

×

×
左圖為一單期的

二元樹模型

XYZ需多付出 610
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購買選擇權避險
• 假定XYZ向ABC購買標的物為 USDs的買權
履約價為35TWDs/USD,到期日為一個月後
– Case 1: ABC支付 XYZ:

– Case 2: ABC不需支付:

• XYZ的匯兌風險可用購買買權規避,ABC承擔
賣買權風險如下:

610

66 1010)3536( =×− +

010)3534( 6 =×− +

610

0

35

36

34

支付XYZ

支付XYZ

期初應向XYZ收
取多少權利金?

Case 1

Case 2
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ABC建立避險投資組合

• 收取權利金的價格應等於ABC建構避險投
資組合的成本

• ABC欲規避風險,在期初決定持有 x USDs
和y TWDs,假定無風險利率為0
– Case 1:
– Case 2:

– 解方程式得

• ABC期初需持有 USDs,並借 TWDs

61036 =+ yx

034 =+ yx

75 107.1105 ×−=×= yx

5105× 7107.1 ×
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選擇權價格及避險參數Delta
• ABC期初建立避險投資組合的成本:

– =選擇權的價格

• Delta hedge
– Delta定義為

– 在這個例子中,Delta
– 在這種避險方式中,ABC會持有Delta份的標的
物:                   USDs

575 105107.110535 ×=×−××

標的物價格變化

選擇權價格變化=

5.0
104.3106.3

010
77

6

=
×−×

−=

56 105105.0 ×=×
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使用套利理論建構出的評價模型

• 套利的定義:
– 不承擔風險之下獲得超額的利益

– 反例:
• 銀行定存

• 買樂透

– 詐賭

• 套利空間在金融市場上無法長久存在

10

使用套利理論建構出的評價模型

• 當選擇權價格不為 ,套利空間存在

• 假定價格P大於

– 賣選擇權(得P元)
– 建構複製選擇權的投資組合

• 買入 USDs
• 借 TWDs

5105×
5105×

5105×
7107.1 ×

00Case 2

0Case 1

TotalOptionUSDsTWDs
7107.1 ×−
7107.1 ×−

期初得
5105×−P

610−
7107.1 ×

7108.1 ×
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課堂演練

使用套利理論建構出的評價模型

• 假定價格P小於

–建構套利的投資組合

5105×
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風險中立機率
• 觀察二元樹模型

• 假定case 1發生機率=p   case 2為 1-p
–假定風險中立:

–選擇權的價格:
–選擇權的評價可化約成求期望值的問題

–注意:風險中立機率不等於市場上實際機率

610
35

36

34

Case 1

Case 2

0

5105×

p

1-p

5.035)1(3436 =⇒=−×+× ppp

56 1055.005.010 ×=×+×
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風險中立機率存在且唯一的要件
• 風險中立機率存在的要件

–市場上必須無套利的機會

• 風險中立機率存在且唯一的要件
–無套利

– Market is complete
• 市場上所有的商品皆可由其他商品複製而成

• Lecture 8將會使用martingale的特性證明風險中
立機率和無套利的關係
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反例:套利機會存在
(風險中立機率不存在)

• 假定利率為0,將之前所提到的二元樹更改如
下:

• 亦即美金確定會上漲到36TWDs
–套利機會存在→直接購買美金

–風險中立機率不存在:

35

36

36

Case 1

Case 2

p

1-p

353635)1(3636 =⇒=−×+× pp

矛盾
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反例:Incomplete Market
(風險中立機率不唯一)

• 假定美金有漲 ,持平,跌三種狀況如下:

• 方程式有無限多組解 (Note: p, q,1-p-q >0)
• 無法直接使用求期望值的公式求價格

35

36

34

p

1-p-q

35q

35)1(343536 =−−×+×+× qpqp
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回顧
• 衍生性金融商品的價格=複製該商品的投資
組合的成本

• 商品價格的評價,可化簡成在風險中立機率
下,求期望值的問題
–以買權為例: 
–風險中立機率的存在且唯一的條件

• 無套利機會且Market is complete.

• Delta hedge
– Delta定義為

–在避險過程中,避險者會持有Delta部位標的物

( )+− K-S(T)ErTe

標的物價格變化

選擇權價格變化=

(假定利率r為常數)
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課堂練習: Quanto選擇權

• Quanto選擇權牽涉到兩種不同貨幣的計價,在
不同貨幣計價下,會有不同的風險中立機率

• 假定有A,B兩個國家,兩國無風險利率=0
• 假定A國有股票S,其單期的變化如下: 

• 假定在A國有一個買權C在第一期到期,履約價
格為3,請求算C的價格

5

4

6
請求算風險中立機率 pp

1-p
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課堂練習: Quanto選擇權

• 考慮匯率波動問題,匯率變化(B國/A國)如下:

• 假定匯率波動和股價變化無關,考慮B國人購
買A國的股票的價格波動如下:

1

0.5

2

1-q

q
求算風險中立機率q

5(Currency B) 5(Currency A)
買股票

6(Currency A)

4(Currency A)

12(Currency B)

3(Currency B)

8(Currency B)

2(Currency B)

第零期 第一期

賣股票
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課堂練習: Quanto選擇權

• B國人投資股票S的損益如下,請驗證其風險
中立機率:

• 根據B國人的風險中立機率,計算買權C以B
國貨幣計價的價格

– 為了確保無套利機會,在第零期時:

5

12

3

8

2

pq
p(1-q)

(1-p)q

(1-p)(1-q)

國貨幣計價價格B以C匯率國貨幣計價價格A以C =×

20

多期二元樹模型

• 考慮上述匯率波動模型,一個月後的USD匯
價不應該只有36,34這兩種可能性

• 可以建立一個多期的模型,每一期所代表時
間間隔縮短,則建構出的模型可更貼近實際
狀況(右圖為一三期模型)
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多期模型下的評價

• 考慮上述買權在多期模型下的評價和避險
模式

• 假定USD的匯率可用下述二元樹模型表示

• 必須考慮ABC在A,B,C三種狀況下如何應對

35
(A)

34
(C)

36
(B)

37

35

33

66 10210)3537( ×=×− +

010)3535( 6 =×− +

010)3533( 6 =×− +

到期日ABC需付出

的價值

現在

半個月後
到期
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ABC公司評價避險策略分析

• 在B點上,該選擇權分析如下:

• 在B點時,選擇權複製成本=
• Delta=
• 在C點上,該選擇權分析如下:

• 在C點的選擇權複製成本和Delta=0

37

35

36

6102×

0

610237 ×=+ yx

035 =+ yx

0.5

0.5
7

6

105.3

10

×−=
=

y

x
→

676 10105.31036 =×−×

1
10351037

0102
66

6

=
×−×

−× 35

33

34

0

0

0.5

0.5035 =+ yx

033 =+ yx
→ 0== yx
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ABC公司評價避險策略分析(續)

• 在A點,該選擇權分析如下:
– 當USD上漲到36

• ABC投資組合價值需為

• 利用 元建構在B點上的投資組合

– 同理,USD下跌至34
• ABC投資組合價值為0

– 期初權利金應為

– Delta為0.5

36

34

35

610

0

0.5

0.5
610

610

61036 =+ yx

034 =+ yx
→

75 107.1105 ×−=×= yx

575 105107.110535 ×=×−××
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ABC公司的動態避險策略

• 第零期:
– ABC收 權利金

– Delta=0.5→ 購買 USDs,借 TWDs

• 第一期:
– 假定美金上漲至36

• 第零期的投資組合現值=
• Delta=1 →購買 USDs,借 TWDs
• 新的投資組合價值=原來投資組合價值(self finance)

– 假定美金下跌至34
• 第零期的投資組合現值=0
• Delta=0 →將原來投資組合平倉

5105×
5105× 7107.1 ×−

610
610 7105.3 ×−
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使用風險中立機率處理多期格子樹

模型下的選擇權評價問題

• 選擇權的價格=

• 從最後一期倒推的做法:  Backward Induction

35

34

36
37

35

33

66 10210)3537( ×=×− +

010)3535( 6 =×− +

010)3533( 6 =×− +

現在 半個月後 到期

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

( )610

( )0

( )5105×

5105×

26

使用格子樹模型評價賣權

• 假定履約價格為35元
• 修改最後一期的報酬,再做backward 

induction.

35

34

36
37

35

33
66 10210)3335( ×=×− +

010)3535( 6 =×− +

010)3735( 6 =×− +

現在 半個月後 到期

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

( )610

( )0

( )5105×
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課堂練習: Digital 買權評價和避險

• 假定ABC公司想要賣出一個履約價格為
34.5的Digital 買權
– Payoff=100 × 1{第二期匯率>34.5}

– 請計算該買權的價格

35

34

36

37

35

33

1001100 }5.3437{ =× >

現在 半個月後 到期

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

1001100 }5.3435{ =× >
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課堂練習: Digital 買權評價和避險

• 請計算ABC公司在不同時間點的避險策略
– x USDs,  y TWDs

• 37x+y=100     x=0,   y=100
• 35x+y=100  

35

34

36

37

35

33

1001100 }5.3437{ =× >

現在 半個月後 到期

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

1001100 }5.3435{ =× >
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美式選擇權的評價

• 美式選擇權可在到期日前提前履約
– 在每一個節點上都必需判斷是否提前履約

• 假定一期的利率用R(>1)表示,美式賣權可評
價如下 ( p+q=1,q<0.5)

35

34

36
37

35

33
66 10210)3335( ×=×− +

010)3535( 6 =×− +

010)3735( 6 =×− +

現在 半個月後 到期

p

q

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→× 6

6

10
102

R

q

( )0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×
R

q 610
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Homework

• A stock price is currently $40. Over each of the next 
two three-month periods it is expected to go up by 
10% or down by 10%. The risk-free interest rate is 
12% per annum with continuous compounding.
(1) What is the value of a six-month European put 
with a strike price of $42?
(2) What is the value of a six-month American put 
with a strike price of $42?
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比較風險中立機率/真實世界機率

• 風險中立機率 (Risk Neutral Probability )
–虛擬機率
–存在且唯一要件：無套利且市場complete
–商品的報酬率=無風險利率
–適用範圍：衍生性金融商品評價

• 真實世界機率(Real World Probability)
–可藉由觀察市場資料而推論其機率結構
–商品的報酬率不見得等於無風險利率(超額報酬)
–可適用範圍：效用的計算(Like CAPM), VaR
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簡易範例

• 風險中立：

• 真實世界：95%信心水準下VaR=2(=35-33)

35
35

33

37

風險中立 真實世界

0.25

0.5

0.25

0.20

0.75

0.05

353325.0355.03725.0 =×+×+×
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在格子樹模型上評價新奇選擇權
• 新奇選擇權的價格常會受標的物的價格路徑而影
響

– 重設選擇權(Reset option):履約價格會在標的物價格碰
到某一界限時重設

– 回顧型選擇權(Lookback option):履約的payoff受標的物
歷史最高或最低價影響

• 在格子樹模型上,可在每個節點上加上適當的狀態變數,來
記憶不同狀況下的選擇權價格

)T(0, t   HS(t) if))((

HS(t)  T)(0, t   if  ))((
{payoff ∈∀≥−

<∈∃−

+

+= XTS

BTS

+−=

∈=

))((payoff

)),0(),(max()(
*

*

XTS

TttSTS
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重設買權評價

• 選擇權在時間t的價格,受到標的物價格在時間t之
前是否碰觸預設價格H影響→每個節點最多需放
入兩個狀態變數

• 以上述選擇權為例,假定H=34.5,重設的履約價格
為34,則評價過程如下:

35

34

36

37

35

33

66 10210)3537( ×=×− +

010)3535( 6 =×− +

010)3433( 6 =×− +

現在 半個月後 到期

H=34.5
66 1010)3435( =×− +

66 10310)3437( ×=×− +

X

6

6

102

10

×

5105

X

×

5105.7 ×
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回顧型賣權評價

• 選擇權在時間t的價格,受到標的物價格在時間t之
前曾經到達的最高價格影響

• 以上述兩期的二元樹為例,可能最高價格為
35,36,37 →每個節點最多需放三個狀態變數

35

34

36

37

35

33

66 10210)3537( ×=×− +

66 10210)3537( ×=×− +

現在 半個月後 到期

X

105.1

102
6

6

×
×

0

10

102
6

6×
5105.7 ×

X
X

66 1010)3536( =×− +

010)3535( 6 =×− +

66 10210)3537( ×=×− +

66 1010)3536( =×− +

010)3535( 6 =×− +
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課堂演練:亞式選擇權

• 亞式買權的到期日payoff=
• 利用上述兩期模型,計算亞式選擇權的平均

價格

+− )( X標的物平均價格



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


