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摘摘摘摘    要要要要 

    Hull-White利率模型以三元樹表達短期利率變化，其假設短期利率在各離散

時間上有持平、上漲或下跌一單位(∆R)三種走勢，然而事實上，利率經過一段時

間(∆t)後的可能走勢不該只有三種。本文利用求面積法(Quadrature methods)將

Hull-White三元樹延伸至多元樹，以減少分配誤差所造成的錯誤評價。並針對市

場上交易的雪球型利率連債劵提出一個創新的數值方法，處理其高度路徑相關的

債息問題，搭配 Hull-White多元樹狀結構來評價之。 

  

 

關鍵字關鍵字關鍵字關鍵字：：：：Hull-White 模型模型模型模型、、、、求面積法求面積法求面積法求面積法、、、、分配誤差分配誤差分配誤差分配誤差、、、、雪球型利率連動雪球型利率連動雪球型利率連動雪球型利率連動

債劵債劵債劵債劵。。。。 
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ABSTRACT 

 

    Hull-White trinomial tree model could implement short rate term structure; 

however, only three branches in lattices method may cause distribution error. Thus, 

we use Quadrature methods to extend a trinomial tree to a multinomial tree. Based on 

Quadrature method with Hull-White multinomial tree, we can effectively decrease the 

pricing error from distribution error. In this thesis, we provide a novel polynomial 

-time method based on a Hull-White multinomial tree to price sophisticated snowball 

notes with path-dependent coupons. 
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第一章第一章第一章第一章    緒論緒論緒論緒論 

 

第一節第一節第一節第一節 研究背景與動機研究背景與動機研究背景與動機研究背景與動機 

 

早期一般衍生性商品標的物以股票價格、綜合指數及原物料為主，甚少報酬

取決於利率的利率衍生性商品。西元 1980至 1990間，國際金融市場利率衍生性

商品交易量開始快速增加，我國也在民國 82年開放銀行利率交換，以及後續的

台幣利率衍生性商品，至今許多符合顧客特殊需求的利率衍生性商品也已經被設

計出來。許多擁有高槓桿的衍生性商品雖然獲利能力強，同樣承受高風險，從

1980中期，衍生性商品市場出現一些重大虧損事件，如 LTCM及 Orange County，

衍生性商品的正確定價與避險工作就顯得格外重要。本文利用 Hull-White利率模

型評價在市場交易的贖回式雪球型債劵，以作為發行機構定價此債劵及投資人選

擇投資的參考。 

雪球型連動債劵是一種結構型商品，結合了固定收益債劵和利率衍生性商

品，因此債劵會隨著參考利率的變化而改變價值。雪球型利率連動債劵一般第一

年配高於市場存款利率的票面利率吸引投資大眾，第二年起票面利率為前一期票

面利率加上固定利差(Spread)再減去某浮動利率，故為高度路徑相依的利率衍生

性商品，而且發行機構又可在特定時間將債劵以票面價值提前贖回，這些複雜的

條款使得雪球型債劵的評價相當困難。雪球型債劵最大特色為票面利率與前一期

票面利率有關，前一期票面利率高，當期票面利率高的機率就會大一點，因此配

息就像雪球越滾越大，相對地，如果前一期票面利率太低，配息也會像雪球一樣

融化。此外，雪球型債劵擁有反浮動的特性，對於看低此浮動利率的投資者，不

失是個投資的好機會。 

評價利率衍生性商品的方法大致可區分成下列幾類：封閉公式解、樹狀結構

(Lattice methods)、PDE(Partial differential equation)等數值方法及蒙地卡羅法。封



 2 
 
 

閉公式通常在標的物的隨機結構模型不複雜，且被評價的衍生性商品結構不複雜

才會存在。而雪球型債劵高度路徑相依以及可提前贖回的特性，讓評價公式變得

十分難推導。至於蒙地卡羅法因為無法處理提前贖回的條款而不適合。使用樹狀

結構法最大好處為可以很容易處理提前贖回的問題，但是採用的利率期間結構如

果太複雜，例如 HJM或是 BGM這些非馬可夫過程(Non-Markov process)的利率

模型，則會創造出節點無法合併(Non-recombining)的利率樹，會造成利率樹的規

模大到無法使用電腦處理，因此我們選擇已經發展出利率樹的利率期間結構，例

如 Hull-White利率模型，配合求面積法(Quadrature methods)來減少分配誤差，以

及創新的數值方法來處理雪球型高度路徑相依的債息和評價。 

 

第二節第二節第二節第二節 研究流程與論文架構研究流程與論文架構研究流程與論文架構研究流程與論文架構 

 

第一章 緒論:描述研究背景與動機。 

第二章 文獻探討:探討與本文相關的利率模型、利率衍生性商品以及求面積法。 

第三章 研究方法:介紹一種創新的數值方法結合 Hull-White利率模型如何評價 

       雪球型利率連動債劵。 

第四章 實證分析與敏感度分析：針對市場上交易的雪球型利率連動債劵進行實   

       證分析，並且探討 Hull-White利率模型對價格的影響。 

第五章 結論與建議：對本文研究結果提出結論以及後續可深入研究的方向。 
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第二章第二章第二章第二章 文獻探討文獻探討文獻探討文獻探討 

 

本文利用 Hull and White利率模型評價雪球型利率連動債劵，並引用求面積

法(Quadrature methods) 將利率三元樹擴展到多元樹。本章介紹與評價方法相關

的利率模型、利率衍生性商品以及求面積法。 

 

第一節第一節第一節第一節 相關利率理論相關利率理論相關利率理論相關利率理論 

 

(一一一一) Black’s模型模型模型模型 

Black-Scholes模型自 1973年發表以來，被廣泛應用到外匯選擇權、指數選

擇權、期貨選擇權的評價工作上。Black’s模型則是將 Black-Scholes模型延伸至

利率領域。 

考慮以價值 V的變數為標的資產之歐式選擇權，定義 

T : 選擇權的到期期間 

F : 到期日為 T的契約中 V的遠期價格 

F0 : F在時間零的價值 

K : 選擇權的執行價格 

P(t,T) : 在時間 T支付$1的零息債劵於時間 t的價格 

Vt : V在時間 T的價值 

σ : F的波動度 

假設 lnVt為服從期望值為 F0，變異數為 σ T的常態分配，則買權在時間零的價

值為                  

                  0 1 2c=P(0,T)[F N(d )-KN(d )]                    (2.1.1) 
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賣權在時間零的價值為 

               2 0 1p=P(0,T)[KN(-d )-F N(-d )]                   (2.1.2) 

其中 

2

0
1

ln[F /K]+σ T/2
d =

σ T
 

2

0
2 1

ln[F /K]-σ T/2
d = =d -σ T

σ T
 

 

(二二二二) 利率上限利率上限利率上限利率上限(Interest rate caps) 

    利率上限是一種金融機構經常於店頭市場發行的利率選擇權，被設計用來避

免利率不斷上升的損失。利率上限是由一組履約價格相同，但到期日不同的上限

買權(Caplets)所組成，即一個發行期間為 T的利率上限，其本金為 L，上限水準

capK ，重設日期為 1 2 n n+1t ,t ,...,t ,t =T，設 kr 為介於 kt 到 k+1t 之間，在時間 kt 觀察到的利

率水準 (k=1,2…,n)，可分解為 n個上限買權，對應的報酬支付時間為

2 3 n n+1t ,t ,...,t ,t 。 

    上限買權對應於時間 kt 觀察到的利率，會於時間 k+1t 支付如下的報酬 

k k capLδ max(r -k ,0)                        (2.1.3) 

其中 k k+1 kδ =t -t ，若假設 kr 服從指數常態分配，波動度 kσ ，則上式可藉由 Black’s

模型得到上限買權於時間零的價值為 

k k+1 k 1 cap 2Lδ P(0,t )[F N(d )-K N(d )]                (2.1.4) 

其中 

2

k cap k k

1

k k

ln[F /K ]+σ t /2
d =

σ t
 

2

k cap k k

2 1 k k

k k

ln[F /K ]-σ t /2
d = =d -σ t

σ t
 

kF 為 kt 到 k+1t 的遠期利率。 
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    同時，也可將利率上限視為一組零息債劵賣權組成的投資組合，推導如下，

(2.1.3)的報酬會於 k+1t 支付，在時間 kt 會等值於 

k
k cap

k k

Lδ
max(r -k ,0)

1+r δ
 

 

上式可改寫為 

k k capk
k cap

k k k k

k k k cap

k k

k k k cap

k k

δ (r -K )Lδ
max(r -K ,0)=Lmax( ,0)

1+r δ 1+r δ

1+δ r -δ K -1
                                   =Lmax( ,0)

1+r δ

(1+δ r )-(δ K +1)
                                   =Lmax( ,0)

1+r δ

                 
k cap

k k

k cap

k k

(1+δ K )
                   =Lmax(1- ,0)

1+r δ

L(1+δ K )
                                    =max(L- ,0)                                      (2.1.5)

1+r δ

 

即代表一個到期日為 kt 的賣權，執行價格 L，標的資產為一張票面價格為

k capL(1+δ K )，到期日為 k+1t 的零息債劵。因此利率上限可被視為一組以零息債劵為

標的的歐式賣權投資組合。 

 

(三三三三) Hull-White模型模型模型模型 

    Hull-White模型為無套利模型之一，無套利模型以當期市場的利率期間結構

作為模型的輸入值，讓整個模型完全符合當期市場的利率，因此無套利模型的平

移項(Drift term)通常為時間的函數，讓期初零息債曲線會影響模型中未來短期利

率的平均路線。 

    Hull-White模型假設利率 r的隨機過程為 

dr=(θ(t)-ar)dt+σdz  

或是 
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θ(t)
dr=a( dt-r)+σdz

a
 

其中 a，σ為常數，σ為短期利率的波動度，z為一布朗運動， θ(t)為使模型符合

期初期間結構的時間函數。此模型可視為 Vasicek模型加上隨時間變動的利率回

歸水準
θ(t)

a
。在時間 t，短期利率會以 a的速率回復到

θ(t)

a
的利率水準， θ(t)可由

期初期間結構推出 

2
-2at

t

σ
θ(t)=F (0,t)+aF(0,t)+ (1-e )

2a
 

其中 F(0,t)為在時間零觀察到，於時間 t到期的瞬間遠期利率，下標 t表對 t做偏

微分。最後一項通常非常小，如果將之忽略，這個式子隱含利率 r在時間的 t的

平移項為 tF (0,t)+a(F(0,t)-r)，因此利率 r的平均變動會遵循期初瞬間遠期利率曲線的

斜率。 

評價零息債劵歐式選擇權評價零息債劵歐式選擇權評價零息債劵歐式選擇權評價零息債劵歐式選擇權 

    利用 Hull-White模型評價零息債劵歐式選擇權，考慮一個以本金 L，在時間

s到期的零息債劵為標的物的歐式賣權，且賣權的到期日為時間 T 

                   時間時間時間時間 0 T

賣權到期賣權到期賣權到期賣權到期
s

債劵到期債劵到期債劵到期債劵到期時間時間時間時間 0 T

賣權到期賣權到期賣權到期賣權到期
s

債劵到期債劵到期債劵到期債劵到期
 

此賣權在時間零的價值為 

pLP(0,T)N(-h+σ )-LP(0,s)N(-h)                (2.1.6) 

其中 

-2aT
-a(s-T)

p

p

p

σ 1-e
σ = [1-e ]

a 2a

σ1 LP(0,s)
h= ln +
σ P(0,T)K 2

 

    如前所述，利率上限可以表示為一組上限買權的投資組合或是一組零息債劵

選擇權的投資組合，即利用(2.1.4)和(2.1.6)式子評價。因此可藉由市場利率上限

的報價來校正 Hull-White模型的參數 a、σ 。 
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第二節第二節第二節第二節 評價方法評價方法評價方法評價方法 

 

    Hull 和 White(1994)提出穩定的兩階段法建立三元樹，可以廣泛地用來表示

很多不同的單因子模型。兩階段法將連續型隨機過程的 Hull-White模型以間斷型

的隨機過程表達，以下分別介紹兩階段的三元樹。 

 

(一一一一) 第一階段第一階段第一階段第一階段 

    Hull-White模型假設瞬間短期利率 r服從 

dr=(θ(t)-ar)dt+σdz  

假設利率樹每期時間間隔為常數∆t，且∆t期的利率 R與利率 r有相同隨機過程 

dR=(θ(t)-aR)dt+σdz  

第一階段為建立期初值為零，θ(t)為零，且對稱於 *R =0，服從如下 *R 隨機過程的

三元樹 

* *dR =-aR dt+σdz  

* *R (t+∆t)-R (t)服從期望值為 *-aR (t)∆t，變異數為 2
σ ∆t的常態分配，亦即 

* * * *

* * * 2

E( R )=E(R (t+ t)-R (t))=-aR (t) t

Var( R )=Var(R (t+ t)-R (t))=σ ∆t

∆ ∆ ∆

∆ ∆
 

    定義 R= 3 tσ∆ ∆ 為利率樹上的利率間距，且任一節點(i,j)代表時間為 i∆t，利

率 *R 為 *j R∆ 的節點。在第一階段下，當期的利率變化到下一期，會有三種走勢，

當變數 j 夠大時必須改用圖(2.2.1)(c)走勢，相對地，當 j 夠小時則採圖(2.2.1)(b)

的走勢，其餘狀況利率走勢採用(a)，這是因為利率具有回歸平均值的特性，節

點的走勢會隨著當時利率高低而改變。 
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圖圖圖圖(2.2.1)Hull-White三元樹的三種三元樹的三種三元樹的三種三元樹的三種利率利率利率利率走勢走勢走勢走勢 

 

 

(二二二二) 第二階段第二階段第二階段第二階段 

    第一階段建構的利率樹和當時市場所觀察到的利率期間結構並不相同，所以

第二階段要將 *R 上的節點能完全符合期初利率期間結構，把 *R 三元樹轉為R三

元樹，定義 iα 為α(i∆t)，是R在R三元樹中 i∆t時的利率減去對應的 *R 三元樹中 *R

在 i∆t時的利率。 i,jQ 為一個在利率走到節點(i,j)時支付＄1，否則報酬為零的商品

之現值。 iα 與 i,jQ 可以在期初期間結構完全吻合的條件下以前推法(Forward 

induction)求出，得到下列公式。 

i

i

n -j∆R∆t

m,j i+1j=-n

i

ln Q e -lnP
α =

∆t

∑
                  (2.2.1) 

其中 1i
P+ 為在 (i+1)∆t到期的零息債劵價格， in 為三元樹在 i∆t時，變數 j 的最大

值。一旦 iα 決定了， i+1,jQ 由下列公式算出。 

( ) ( )i+1,j i,k ik
Q = Q q k,j exp - α +k∆R ∆t  ∑            (2.2.2) 

其中 ( )q k,j 為節點(i,k)走到節點(i+1,j)的機率。 

    算出每一期的 iα 後，搭配由市場利率上限報價校正出的 a、σ 常數參數，便

得到與市場一致的利率樹。 

 

 

 

mP

dP

(b) u
P

mP

dP

u
P

mP

dP

(a) (c) u
P
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第三節第三節第三節第三節 求面積法求面積法求面積法求面積法(Quadrature methods) 

 

    Andricopoulos等(2002)指出使用二元樹或三元樹等數值方法，皆是以間斷型

分配去近似連續型分配，當切割的格子點不夠細，將會面臨分配誤差，使得評價

不準確，所以 Andricopoulos 等 (2002)提出一種新的數值方法，求面積法

(Quadrature)，將可解決數值方法經常遭遇的分配誤差(Distribution error)以及非線

性誤差(Nonlinearity error)。求面積法雖然在某些概念與樹狀結構法(Lattice 

methods)及有限差分法(Finite difference methods)相近，但求面積法更加準確且更

有效率，尤其是評價間斷監控選擇權類型(Discretely monitored options)的商品。

第三章將會説明如何應用求面積法使得 Hull-White 三元樹延伸至多元樹的概

念，此章節先介紹 Andricopoulos等(2002)如何利用求面積法評價一般歐式買權。 

 

    考慮 Black-Scholes偏微分方程式，假設股價S服從幾何布朗運動 

2
2 2

2

V 1 V V
+ σ S +rS -rV=0

t 2 S S

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
                 (2.3.1) 

其中 S為目前股價，V(S,t)為無發放股利歐式買權在時間 t的價值，t為時間，T

為到期日時間，r為無風險利率，σ為股價波動度，E為買權的履約價。 

接著將式子(2.3.1)做下列變數變換 

t

T t+∆t

x=ln(S /E)

y=ln(S /E)=ln(S /E)
 

則期末買權報酬由 +

T t+∆tV(S ,T)=(S -E) 變成 y +V(y,T)=(Ee -E) ，而買權在時間 t的價值為 

-r∆t

-
V(x,t)=E(e V(y,t+∆t))=A(x) B(x,y)V(y,t+∆t)dy

∞

∞∫           (2.3.2) 

其中 

2 2

2

1 1 1
A(x)= exp( kx- σ (k+2) ∆t-r∆t)

2 82σ π∆t
 

2

2

-(x-y) 1
B(x,y)=exp( + ky)

2σ ∆t 2
     

2

2r
k= -1
σ

 

式子(2.3.2)中的積分式對於較複雜的新奇選擇權，並沒有解析解，必須訴諸於數
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值積分。Andricopoulos等(2002)選擇辛普森積分法(Simpson’s rule)，因為其收斂

速度較梯形法快，且穩定。進行此數值積分時，會有兩個主要問題，第一個問題

為當 y遠大於 x時，B(x,y)會快速逼近零，故 Andricopoulos等(2002)建議 y的積

分範圍必須從正負無限大切割至一個 合理的範圍，因為經過變數轉換的 x 服從

常態分配，選擇積分範圍為起始值 0x  加減十倍標準差已經是相當足夠了。第二

個問題為我們必須考慮期末報酬V(y,t+∆t)中不連續點的存在，否則辛普森積分

法不會得到平穩的收斂值，在處理一般歐式買權時，期末報酬V(y,t+∆t)的一階

導數很明顯地在 y=0(S=E)時不連續，為了避免非線性誤差影響數值方法的準確

性，我們將 y的積分範圍從不連續點分成兩部份，定義 b為 y在不連續點經過變

數轉換後的值，亦即b=ln(E/E)=0，以及 y的積分範圍上下限 

maxy =x+10σ ∆t   ， miny =x-10σ ∆t  

和[ maxy ,b]區間δy走的步數 +N ，[b , miny ]區間δy走的步數 -N  

+ maxy -b
N =[ ]

δy
， - miny -b

N =[ ]
δy

 

其中[a]表取最接近 a的整數。 

    因為 y低於 b的買權報酬皆等於零，對於積分式(2.3.2)並沒有貢獻，故當在

處理歐式買權下，取 -N =0，根據以上條件以及辛普森積分法，可得 

-
V(x,t)=A(x) B(x,y)V(y,t+∆t)dy

∞

∞∫
δy

0
A(x) B(x,y)V(y,t+∆t)dy

b N ++
≈ ∫  

+N -1
+ +

i=1

A(x)δy 1 1
{B(x,0)V(0,t+∆t)+4B(x, δy)V( δy,t+∆t)

6 2 2

1 1
   +[ 2B(x,iδy)V(iδy,t+∆t)+4B(x,(i+ )δy)V((i+ )δy,t+∆t)]+B(x,N δy)V(N δy,t+∆t)}

2 2

≈

∑

利用上式，如圖(2.3.1)，我們可以很輕易移除非線性誤差，且當δy夠小時，也可

以排除分配誤差。下一章將說明如何應用求面積法至 Hull-White利率模型。 
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∆ t

+y=N δy      *

                   

                   

y=2δy         *

y=3/2δy      *

y=δy           *

y=1/2δy      *

y=0             *

M

M

tx=ln(S /E)   * } yV(y 0,t+ t)=E(e -1)≥ ∆

}
*

*

*

M V(y<0,t+ t)=0∆

+N -1

i=1

+ +

                                 

A(x)δy 1 1
V(x,t) {B(x,0)V(0,t+∆t)+4B(x, δy)V( δy,t+∆t)+

6 2 2

1 1
              [ 2B(x,iδy)V(iδy,t+∆t)+4B(x,(i+ )δy)V((i+ )δy,t+∆t)]

2 2

              +B(x,N δy)V(N δy,t+∆t)}

↓

≈

∑

∆ t∆ t

+y=N δy      *

                   

                   

y=2δy         *

y=3/2δy      *

y=δy           *

y=1/2δy      *

y=0             *

M

M

tx=ln(S /E)   * } yV(y 0,t+ t)=E(e -1)≥ ∆

}
*

*

*

M V(y<0,t+ t)=0∆

+N -1

i=1

+ +

                                 

A(x)δy 1 1
V(x,t) {B(x,0)V(0,t+∆t)+4B(x, δy)V( δy,t+∆t)+

6 2 2

1 1
              [ 2B(x,iδy)V(iδy,t+∆t)+4B(x,(i+ )δy)V((i+ )δy,t+∆t)]

2 2

              +B(x,N δy)V(N δy,t+∆t)}

↓

≈

∑

 

圖圖圖圖(2.3.1) 利用求面積法利用求面積法利用求面積法利用求面積法(Quadrature methods)評價歐式買權評價歐式買權評價歐式買權評價歐式買權 
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第三章第三章第三章第三章 研究方法研究方法研究方法研究方法 

 

第一節第一節第一節第一節 應用求面積法應用求面積法應用求面積法應用求面積法(Quadrature methods)建構建構建構建構 Hull-White 多元樹多元樹多元樹多元樹 

 

    在 Hull-White建構三元樹的第一階段中， * *R (t+∆t)-R (t)服從期望值為

*-aR (t)∆t，變異數為 2
σ ∆t的常態分配，是以三元樹近似此常態分配，也就是經過

一單位時間∆t， *R∆ 只有三種可能值，但利率經過∆t後的可能走勢不該只有三

種，當∆t太大時，分配誤差將會顯著地影響評價的準確度。故我們考慮在

Hull-White第一階段中加入求面積法的概念，讓三元樹能擴展至多元樹。 

 

(一一一一)第一階段第一階段第一階段第一階段 

    一樣建構對稱於 *R =0，服從 * *dR =-aR dt+σdz隨機過程的平行利率樹，定義 *

i,jR

為節點(i,j)的短期利率， *

i,j,maxR 為節點(i,j)至 (i+1)∆t最大的可能利率， *

i,j,minR 為節點

(i,j)至 (i+1)∆t最小的可能利率，亦即 

* * * *

i,j,max i,j i,jR =R +q =R +5σ ∆t  ， * * * *

i,j,min i,j i,jR =R -q =R -5σ ∆t  

∆R= ∆t/k為利率的間隔，k為正整數，為了要將三元樹延伸至多元樹，我們必須

限制 *q >∆R k>1/5σ⇒ ，如圖(3.1.1)所示 

*

i,j,maxR

*

i,jR

*

i,j,minR

R∆

M

M
5σ ∆t

∆t∆t  

圖圖圖圖(3.1.1) 計算多元樹的最大最小可能利率計算多元樹的最大最小可能利率計算多元樹的最大最小可能利率計算多元樹的最大最小可能利率 

 *

i,jR 經過經過經過經過∆t 後後後後，，，，最大的可能利率最大的可能利率最大的可能利率最大的可能利率 *

i,j,maxR 及最小的可能利率及最小的可能利率及最小的可能利率及最小的可能利率 *

i,j,minR  
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但 *q 5σ ∆t= 不一定會被∆R整除，所以定義 +

i,jn 為節點(i,j)至 (i+1)∆t最大可能利率

距離 *

i,jR 的步數，同理， -

i,jn 為節點(i,j)至 (i+1)∆t最小可能利率距離 *

i,jR 的步數，這

樣才保證節點會重合在一起(Recombine)，如圖(3.1.2)。 +

i,jn ， -

i,jn 公式如下 

* *

i,j,max i,j+

i,j

R -R
n =[ ]

∆R
  ,  

* *

i,j,min i,j-

i,j

R -R
n =[ ]

∆R
 

 

*

i,jR

R∆

M

M

M

M

∆t∆t

R∆

* +

i,j i,jR +n ∆R

* -

i,j i,jR +n ∆R

 

圖圖圖圖(3.1.2) 調整多元樹的最大最小可能利率調整多元樹的最大最小可能利率調整多元樹的最大最小可能利率調整多元樹的最大最小可能利率 

*

i,j,maxR 調整為調整為調整為調整為 *

i,jR + +

i,jn ∆R ，，，， *

i,j,minR 調整為調整為調整為調整為 *

i,jR + -

i,jn ∆R  

 

如此我們可以建造出第一階段的多元平行樹，如圖(3.1.3) 

O

N

M

M

M

M

M

M

M

M

M
M

M

M

M

*

0,0R =0

+

0,0n ∆R

-

0,0n ∆R

+
0,0

-

1,n
-n ∆R

+
0,0

+

1,n
n ∆R}

}1p

2p

np

M

} -
0,0

-

1,n
-n ∆R

O

N

M

M

M

M

M

M

M

M

MM

M

M

M

M
M

M

M

M

*

0,0R =0

+

0,0n ∆R

-

0,0n ∆R

+
0,0

-

1,n
-n ∆R

+
0,0

+

1,n
n ∆R}

}1p

2p

np

M

} -
0,0

-

1,n
-n ∆R

 

圖圖圖圖(3.1.3) 第一階段平行樹第一階段平行樹第一階段平行樹第一階段平行樹 
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假設每一節點會有 n條分枝， 1p , 2p … np 為其對應的機率，因為 * *R (t+∆t)-R (t)服從

期望值為 *-aR (t)∆t，變異數為 2
σ ∆t的常態分配，我們利用辛普森積分法求出每個

節點對應的 1p . 2p … np ，即 

+
i,j

+
i,j

(n +0.5)∆R

*

1

(n -0.5)∆R

p F(∆R )= ∫   

+
i,j

+
i,j

(n -0.5)∆R

*

2

(n -1.5)∆R

p F(∆R )= ∫  L  

-
i,j

-
i,j

(n +0.5)∆R

*

n

(n -0.5)∆R

p F(∆R )= ∫  

如圖(3.1.4)。 

1p2p3pnp n-1p n-2p L

2

1

2πσ ∆t

+

i,jn ∆R+

i,j(n -1)∆R
-

i,jn ∆R
-

i,j(n +1)∆R L
* 2

∆R ~N(-a(j∆R)∆t , σ ∆t)

*
∆R

 

圖圖圖圖(3.1.4) 求算節點求算節點求算節點求算節點(i,j)的分枝機率的分枝機率的分枝機率的分枝機率 

利用辛普森積分法求算節點利用辛普森積分法求算節點利用辛普森積分法求算節點利用辛普森積分法求算節點(i,j)的的的的 1p , 2p … np  

 

越高的節點(i,j)會有越大的變數 j，所求得的 1p 會越小，即再往上的機率越小，相

反地，越低的節點(i,j)會有越小的變數 j，再往下的機率越小，恰能反映出

Hull-White利率模型回歸平均值的特性。 

 

(二二二二)第二階段第二階段第二階段第二階段 

同 Hull-White三元樹的第二階段，利用式子(2.2.1)和(2.2.2)計算每一期的調

整利率 1 2 nα ,α ...,α ，建構與期初利率期間結構相同的利率樹。 
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第二節第二節第二節第二節 評價雪球型利率連動債劵評價雪球型利率連動債劵評價雪球型利率連動債劵評價雪球型利率連動債劵 

 

考慮如圖(3.2.1)所示的雪球型債劵，第 i期所設定的票面利率 Ci為第 i-1期

所設定的票面利率 Ci-1加上第 i期利差(spread)Si再減去第 i期的浮動利率 ri，且

票面利率不得為負，亦即 

+

i i-1 i iC =(C +S -r )       , i=1,2,...,n-1                     (3.2.1) 

0C 為合約中載明的固定票面利率，且因為延遲给付條款， iC 的支付時點為 i+1t 。 

 

利差利差利差利差(Spread)時間時間時間時間浮動利率浮動利率浮動利率浮動利率
重設票面利率重設票面利率重設票面利率重設票面利率

L
1c 2c n-3c n-1c + Fn-2c0c

1s 2s 3s n-2s n-1s

1t n-1tn-2t nt3t2t

1r 2r 3r n-2r n-1r nr

给付票面利率给付票面利率给付票面利率给付票面利率
0

0c 1c 2c n-2c
n-1c利差利差利差利差(Spread)時間時間時間時間浮動利率浮動利率浮動利率浮動利率

重設票面利率重設票面利率重設票面利率重設票面利率
L

1c 2c n-3c n-1c + Fn-2c0c

1s 2s 3s n-2s n-1s

1t n-1tn-2t nt3t2t

1r 2r 3r n-2r n-1r nr

给付票面利率给付票面利率给付票面利率给付票面利率
0

0c 1c 2c n-2c
n-1c

 

圖圖圖圖(3.2.1) 雪球型利率連動債劵雪球型利率連動債劵雪球型利率連動債劵雪球型利率連動債劵 

 

在 Hull-White樹狀結構下，節點(i,j)的短期利率可分解為 iα + j R∆ ，故式子(3.2.1)

可改寫為 

+

i i-1 i iC =(C +S -( +K R)) , i=1,2,...,n-1α ∆               (3.2.2) 

其中 i i i iK=-n ,-n +1,...,0,...,n -1,n ， in 為 i∆t時最大的變數 j，因為雪球型債劵的計息方

式為高度路徑相依，如果選擇以到達節點(i,j)的路徑數作為計算債息的狀態變數

(state variable)將會太複雜，不易處理，故我們利用短期利率在 Hull-White利率模

型下能以 iα + j R∆ 型式表示的特性，以下三步驟來處理雪球型債劵的債息與計算

期初價格。 

 

(一一一一)第一步驟第一步驟第一步驟第一步驟 計算節點計算節點計算節點計算節點(i,j)的最大小可能債息的最大小可能債息的最大小可能債息的最大小可能債息 

在第一步驟中，我們先忽略債息可能為負的狀況，故式子(3.2.1)可改寫為 
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i i-1 i i

i-2 i-1 i-1 i i

i-3 i-2 i-2 i-1 i-1 i i

i i

0 k k

k=1 k=1

i i

0 k k k

k=1 k=1

i i

0 k k k

k=1 k=1

C  = (C +S -r )

     = ((C +S -r )+S -r )

     = (((C +S -r )+S -r )+S -r )

     

     =C + S - r

     =C + S - (α +f ∆R)

     =C + (S -α )- f ∆R                 

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

M

                                              (3.2.3)

 

其中 kf 為整數，由到達節點(i,j)的路徑決定。式子(3.2.3)中
i

0 k k

k=1

C + (C -α )∑ 可視為常

數，因此只要求出每個節點中
i

k

k=1

- f∑ 的最大最小值，即可決定節點(i,j)的可能債息

共有多少種可能。 

在給一個求算
i

k

k=1

- f∑ 的例子前，先定義節點(i,j)的父節點(Parents)、子節點

(Children)、(M,m)、 i,jC 。節點(i,j)的父節點為在 (i-1)∆t時有連結到節點(i,j)的節點，

節點(i,j)的子節點為在 (i+1)∆t時有連結到節點(i,j)的節點，以五元樹為例，如圖

(3.2.2)，節點 E的父節點為節點 A、B、C、D，節點 E的子節點為節點 F、G、

H、 I、 J。每個節點 (i,j) 的 (M,m)代表此節點的最大可能票面利率為

i

0 k k

k=1

C + (S -α )+M∆R∑ ，最小可能票面利率 i

0 k k
k=1

C + (S -α )+m∆R∑ ，即
i

k

k=1

- f∑ 的最大值為 M，最小

值為 m。 i,jC 為節點(i,j)所有可能票面利率的集合。 
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Node( 0, 0)
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Node( 1, 2)

Node( 1, 1)

Node( 1, 0)

Node( 2, 1)

Node( 2, 0)
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Node( 2, 3)

Node( 2, 4)

Node( 2, 1)

Node( 2, 0)

Node( 2, 2)

Node( 2, 3)

Node( 2, 4)

Node( 3, 1)

Node( 3, 0)

Node( 3, 2)

Node( 3, 3)

Node( 3, 4)

Node( 3, 1)

Node( 3, 0)

Node( 3, 2)

Node( 3, 3)

Node( 3, 4)

Node( 3,-4)

Node( 3,-5)

Node( 3,-3)

Node( 3,-2)

Node( 3,-1)

Node( 3,-4)

Node( 3,-5)

Node( 3,-3)

Node( 3,-2)

Node( 3,-1)

Node( 2,-4)

Node( 2,-3)

Node( 2,-2)

Node( 2,-1)

Node( 3, 5)

Node( 3, 6)

Node( 3,-6)

A

I

F

E

D

C

B

J

H

G

 

圖圖圖圖(3.2.2) 由路徑計算票面利率由路徑計算票面利率由路徑計算票面利率由路徑計算票面利率 

計算節點計算節點計算節點計算節點(3,1)的其中一種的其中一種的其中一種的其中一種
i

k

k=1

- f∑  

 

例子例子例子例子 3.1 

如圖(3.2.2)，假設 0 1 2 3 1 2 3C ,S ,S ,S ,α ,α ,α 已知，則到達節點(3,1)的其中一條路徑

為節點(0,0)至節點(1,1)至節點(2,0)至節點(3,1)，此時式子(3.2.3)中的
i

k

k=1

f ∆R∑ 為

3

k 1 2 3

k=1

f ∆R=(f +f +f )∆R=(1+0+1)∆R=2∆R∑ ， 亦 即 3,1C 的 其 中 一 種 票 面 利 率 等 於

3 3 3

0 k k k 0 k k

k=1 k=1 k=1

C + (S -α )- f ∆R C + (S -α )-2∆R=∑ ∑ ∑ 。 

 

經過觀察後，因為雪球型債劵具有逆浮動的特性，短期利率走低會使得債息

上升，故節點(i,j)的最大債息會由節點(i,j)父節點的最低點中之最大債息提供，相

對地，節點(i,j)的最小債息會由節點(i,j)父節點的最高點中之最小債息提供，見例

子 3.2 
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例子例子例子例子 3.2 

如圖(3.2.3)，節點 E的最大票面利率會由父節點中的最低點節點 D提供，由

節點 D中的M值再減去節點 E的 R∆ 高度(為 1)，故節點 E的M值等於 1-1=0，

最小票面利率會由父節點的最高點節點 A提供，由節點 A中的 m值再減去節點

E的 R∆ 高度，故節點 E的 m值等於-2-1=-3，所以節點 E的(M,m)為(0,-3)，即節

點(2,1)的所有可能票面利率
3 3

2,1 0 k k 0 k k

k=1 k=1

C ={ C + (S -α )+0*∆R,C + (S -α )-1*∆R∑ ∑  

3

0 k k

k=1

,C + (S -α )-2*∆R∑
3

0 k k

k=1

,C + (S -α )-3*∆R }∑ ，以此類推，可以得到各節點的(M,m)。 

 

( 0, 0)

( 2, 2)

( 1, 1)

(-2,-2)

(-1,-1)

( 0, 0)

( 0,-3)

( 2, -2)

(-2,-4)

(-4,-5)

( -6,-6)

( 0,-3)

( 2, -2)

(-2,-4)

(-4,-5)

( -6,-6)

( 2,-6)

( 4,-4)

( 0,-8)

(-3,-9)

(-6,-10)

( 2,-6)

( 4,-4)

( 0,-8)

(-3,-9)

(-6,-10)

(10, 6)

(11, 9)

( 9, 3)

( 8, 0)

( 6,-2)

(10, 6)

(11, 9)

( 9, 3)

( 8, 0)

( 6,-2)

( 6, 6)

( 5, 4)

( 4, 2)

( 3, 0)

(-9,-11)

(-12,-12)

(12,12)

A

I

F

E

D

C

B

J

H

G

 

圖圖圖圖(3.2.3) 計算各節點的計算各節點的計算各節點的計算各節點的(M,m) 

 

 (二二二二)第二步驟第二步驟第二步驟第二步驟 加入票面利率不得低於加入票面利率不得低於加入票面利率不得低於加入票面利率不得低於 0％％％％條款條款條款條款 

在第一步驟中，我們先忽略票面利率不得低於 0%的條款，而先求算各節點

(i,j)的(M,m)，所以在各節點(i,j)有至多M-m+1種的可能債息，因為部分可能債息

會被此條款消除，第二步驟便是計算當在 i∆t時，存在一個整數 iK 為(M,m)的下

限。一但在 i∆t時，各節點的(M,m)有低於 iK 的情況便會被消除，因為其所對應
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的債息會低於零。 iK 為滿足
i

0 k k i

k=1

C + (S -α )+K ∆R 0≥∑ 的最小整數，亦即 

i

0 k k

k=1
i

C + (S -α )

K =
∆R

 
 
 −
 
  

∑
                       (3.2.4) 

根據第一步驟以及式子(3.2.4)求算在 i∆t時，所有節點的(M,m)以及 iK 後，會有三

種調整情況，如下說明。 

情況一情況一情況一情況一 :  

M,m 皆大於等於 iK ，表示此節點的所有可能票面利率皆大於 0%，則此節點的

(M,m)維持不變，共有M-m+1種可能債息。 

情況二情況二情況二情況二 :  

(M,m)中有部份小於 iK ，表示此節點的可能票面利率有小於 0%的部分，必須刪

除，所以將 m用 iK 替代，並加入 *0 這個符號，代表此節點有出現票面利率為 0%

的情況，則此節點的(M,m)由(M,Ki,0
*)替代，共有M-Ki+2種可能債息。 

情況三情況三情況三情況三 : 

(M,m)皆小於 iK，代表此節點的可能票面利率皆小於 0%，則此節點(M,m)由(0*,0*)

替代，票面利率只有 0%一種。 

 

當節點 (i,j)的父節點含有 (0*,0*)，節點 (i,j)的重設票面利率會為

i i0+S -(α +j∆R) (因為前一票面利率為 0%)，為了統一(M,m)的格式，以及方便計算

往後各節點的(M,m)，必須將 i i0+S -(α +j∆R)轉換成
i

0 k k i,j

k=1

C + (S -α )+ ∆Rδ∑ 的形式，

其中 i,jδ 為整數，取 

i-1

0 k k

k=1
i,j

C + (S -α )+j∆R

δ = -
∆R

 
 
 
 
  

∑
                   (3.2.5) 

其中   表下高斯函數， i,jδ 作為第三步驟中求算債劵現值使用線性內插法的下
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限，見例子 3.3 

例子例子例子例子 3.3 

如圖 (3.2.4)，假設 0 1 2 3 1 2 3C ,S ,S ,S ,α ,α ,α ,∆R 已知，由式子 (3.2.4)算出

0 1 1
1

C +S -α
K = - 2

∆R

 
= − 

 
， 0 1 2 1 2

2

C +S +S -α -α
K = - 5

∆R

 
= − 

 
， 0 1 2 3 1 2 3

3

C +S +S +S -α -α -α
K = - 11

∆R

 
= − 

 
。

在∆t時，節點(1,2)、節點(1,1)、節點(1,0)、節點(1,-1) 、節點(1,-2)的(M,m)皆大

於等於 1K ，表示所有可能債息皆大於等於零，所以在∆t時的(M,m)都不改變範

圍。在 2∆t時，先根據第一步驟，求算各節點未考慮票面利率低於零的(M,m)，

如圖(3.2.4)(a)所示，但因為 2K =-5，節點(2,4)的(M,m)皆小於 2K ，因此由(-6,-6)

調整成(0*,0*)，其他節點則不變，如圖(3.2.4)(b)所示。在 3∆t時，節點(2,4)的(M,m)

為(0*,0*)，這會影響到節點(3,6)，節點(3,5)，節點(3,4) ，節點(3,3) ，節點(3,2)

的(M,m)；節點(3,6)的 M，m 值都是由節點(2,4)提供，在節點(2,4)的票面利率為

0%，故節點 (3,6)的票面利率為 3 30+S -(α +6∆R) ，根據式子 (3.2.5)，可得

0 1 2 1 2
3,6

C +(S +S -α -α )+6∆R
δ = - 13

∆R

 
= − 

 
，即節點(3,6)的(M,m)等於(-13,-13)。同理，節點

(3,5)的 m 值會由節點 (2,4)提供，故節點 (3,5)的最小可能票面利率為

3 30+S -(α +5∆R)，由式子(3.2.5)可得 0 1 2 1 2
3,5

C +(S +S -α -α )+5∆R
δ = - 12

∆R

 
= − 

 
 

，則節點(3,5)的 m 值等於-12。而 0 1 2 1 2
3,4

C +(S +S -α -α )+4∆R
δ = - =-11

∆R

 
 
 

，則節點(3,4)的

m 值等於-11，同理得 3,3δ =-10、 3,2δ =-9其他節點的(M,m)與節點(2,4)無關，所以根

據第一步驟求算其他節點的(M,m)，如圖(3.2.4)(c)所示。之後再考慮 3∆t時(M,m)

的下限 3K 11= − ，得到如圖(3.2.4)(d)的結果。 
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                      (a)                             (b) 
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( 0, 0)

( 2, 2)

( 1, 1)

(-2,-2)

(-1,-1)

( 0, 0)

( 0,-3)

( 2, -2)

(-2,-4)

(-4,-5)

( 0*,0*)
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                      (c)                             (d) 

圖圖圖圖(3.2.4) 計算各節點的計算各節點的計算各節點的計算各節點的(M,m)及考慮下限及考慮下限及考慮下限及考慮下限 iK  

 

在時間 i∆t時，我們可藉由第一步驟，求出尚未考慮票面低於零的(M,m)，再

利用第二步驟，以 iK 將票面利率低於零的部份消除，利用遞迴此兩步驟，則可

得到整個利率樹所有節點的(M,m)。 

 

(三三三三)第三步驟第三步驟第三步驟第三步驟 計算債劵現值以及考慮贖回條款計算債劵現值以及考慮贖回條款計算債劵現值以及考慮贖回條款計算債劵現值以及考慮贖回條款 

首先定義 B(i,j,a)代表節點 (i,j)之票面利率為
i

0 k k

k=1

C + (S -α )+a∆R∑ 的情況下

(m a M)≤ ≤ ，於 (i+1)∆t時的債劵現值。如圖(3.2.5)中，以三元樹為例，括號內為各
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節點的(M,m)，節點(3,1) 於時點 4∆t共有 B(3,1,0) 、B(3,1,-1)、…、 B(3,1,-4) 、

B(3,1,0*)共六種可能的債劵現值。以下分 a 不等於 0*和 a 等於 0*兩種情況，舉

例說明如何使用後推法(Backward induction)求算 B(i,j,a)。 

 

( 0, 0)

(-1,-2)

( 0*, 0*)

( 1,-1)

(-3,-4,0*)
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( 1, 1)

( 3, 3)

( 0,-4,0*)
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( 0*, 0*)

( 1,-1)

(-3,-4,0*)

( 0*, 0*)

( 2, 1)

( 0, 0)
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( 1, 1)

( 0, 0)
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( 3, 3)
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圖圖圖圖(3.2.5) 計算各節點的債劵現值計算各節點的債劵現值計算各節點的債劵現值計算各節點的債劵現值 

 

將圖(3.2.5)中節點(3,1)和其子節點節點(4,2)、節點(4,1)、節點(4,0)轉換成圖

(3.2.6)形式，圖(3.2.6)中的長條狀為節點(i,j)的所有可能a值，m a M≤ ≤ 。圖(3.2.6)(a)

是根據重設票面利率的時點，跟圖(3.2.5)利率樹中各節點的(M,m)是互相對應

的，但雪球型債劵的債息是有延遲給付的特性，所以在3∆t所重設的票面利率會

在 4∆t的時點支付，見圖(3.2.6)(b)，B(i,j,a)所定義的債劵現值是根據圖(3.2.6)(b)。 
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(a)重設票面利率的時點 
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(b)實際支付債息的時點 

圖圖圖圖(3.2.6) 計算計算計算計算 a 不等於不等於不等於不等於 0*的債劵現值的債劵現值的債劵現值的債劵現值 

 

1.a 不等於不等於不等於不等於 0*的情況的情況的情況的情況：：：： 

考慮圖(3.2.6)(a)節點(3,1)中 a等於-4 的情況，代表在 4∆t時，其中

一種可能的票面利率為
3

0 k k

k=1

C + (S -α )-4∆R∑ ，如圖(3.2.6)(b)所示。在3∆t時，

節點(3.1)中 a等於-4的情況會對應到其子節點節點(4,2)中 a等於-6(因為

-4-2)、節點(4,1)中 a等於-5(因為-4-1)、節點(4,0)中 a等於-4(因為-4-0)，

機率分別為 1 2 3p ,p ,p ，但因為 4K =-5，對應到節點(4,2)中 a 等於-6 必須改

成 a 等於 0*。在求算 B(3,1,-4)時，因為我們是使用後推法，此時

B(4,2,0*)、B(4,1,-5)、B(4,0,-4)是已知常數，則節點(3,1)中 a等於-4的情

況於 4∆t的債劵現值為(5∆t不為債劵到期日，F為債劵面額) 
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1 2 3

4 4 4

3

0 k k

k=1

1 1 1
B(3,1,-4)=min(p *B(4,2,0*)* +p *B(4,1,-5)* +p *B(4,0,-4)* ,F)

1+(α +2*∆R) 1+(α +1*∆R) 1+(α +0*∆R)

                 +(C + (S -α )-4∆R)*F∑

如果5∆t為債劵到期日，則 

1 2 3

4 4 4

3

0 k k

k=1

1 1 1
B(3,1,-4)=min(p *(B(4,2,0*)+F)* +p *(B(4,1,-5)+F)* +p *(B(4,0,-4)+F)* ,F)

1+(α +2*∆R) 1+(α +1*∆R) 1+(α +0*∆R)

                 +(C + (S -α )-4∆R)*F∑

此時 

4 4

0 k k 0 k k

k=1 k=1

B(4,2,0*)=0*F , B(4,1,-5)=(C + (S -α )-5∆R)*F , B(4,0,-4)=(C + (S -α )-4∆R)*F∑ ∑

其中會取 min 函數，是由於發行機構擁有以債劵面額 F 贖回此債劵的

權利，故當算出的價值比面額 F高時，發行機構將會執行贖回條款，債

劵現值至多為面額 F，而不管是否有執行贖回條款，債劵持有人都會在

4∆t時收到
4

0 k k
k=1

(C + (S -α )-4∆R)*F∑ 的債息，所以式子最後必須加上此債息。

至於折現利率的選擇是根據如下的說明，在此例子下，當在5∆t時會收

到
4

0 k k

k=1

(C + (S -α )-4∆R)*F∑ 的債息，代表在 4∆t時票面利率重設在節點(4,0)，

此時短期利率為 4α +0*∆R，故以此利率折現；同理，當在5∆t時會收到

4

0 k k

k=1

(C + (S -α )-5∆R)*F∑ 的債息，代表在 4∆t時票面利率重設在節點(4,1)，此

時短期利率為 4α +1*∆R，故以此利率折現；最後一種情況為在5∆t時收

到的債息為零，此時短期利率為 4α +2*∆R。 
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(a)重設票面利率的時點 
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(b)實際支付債息的時點 

圖圖圖圖(3.2.7) 計算計算計算計算 a 等於等於等於等於 0*的債劵現值的債劵現值的債劵現值的債劵現值 

 

2.a 等於等於等於等於 0*的情況的情況的情況的情況：：：： 

考慮圖(3.2.7)(a)節點(3,1)中 a等於 0*的情況，代表在 4∆t時收到的

債息為零，所以在 4∆t時所重設的票面利率為 4 4max(0+S -(α +2∆R) , 0) (對應到

節點(4,2))、 4 4max(0+S -(α +∆R) , 0) (對應到節點(4,1))、 4 4max(0+S -(α +0*∆R) , 0) (對

應到節點(4,0))，假設 4 4max(0+S -(α +2∆R) , 0)=0， 4 4max(0+S -(α +∆R) , 0)=0.003537， 

4 4max(0+S -(α +0*∆R) , 0)=0.004372，即在5∆t會分別收 0%、0.3537%、0.4372%

的票面利率。將 0.3537%轉換成
4

0 k k

k=1

C + (S -α )+A∆R∑ 的形式，以及 0.4372%

轉換成
4

0 k k

k=1

C + (S -α )+B∆R∑ 的形式，其中 A、B為實數。假設 A等於-4.5371，
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B等於-3.4368，為了計算 B(3,1,0*)，我們必須先求算 B(4,1, -4.5371)以

及 B(4,0, -3.4368)，因為-A 介於-4和-5之間，可以利用線性內插法求算

B(4,1, -4.5371)，同理 B 介於-3 和-4，也可以利用 B(4,0,-3)和 B(4,0,-4)

進行內插將 B(4,0, -3.4368)求出。如圖(3.2.8) 
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0.4372%
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C + (S -α )-3∆R∑

4

0 k k

k=1

C + (S -α )-4∆R∑

0.4372%

 

(a) (b) 

 

圖圖圖圖(3.2.8) 利用線性內插法求算利用線性內插法求算利用線性內插法求算利用線性內插法求算債劵現值債劵現值債劵現值債劵現值 

利用線性內插法求算利用線性內插法求算利用線性內插法求算利用線性內插法求算 B(4,1,-4.5371)、、、、B(4,0,-3.4368) 

 

即 

4

0 k k4 4
k=1

0 k k 0 k k
k=1 k=1

B(4,1,-4)-B(4,1,-5)
B(4,1,-4.5371)= *(0.3537%-(C + (S -α )-5∆R))+B(4,1,-5)

(C + (S -α )-4∆R)-(C + (S -α )-5∆R)
∑

∑ ∑

 

4

0 k k4 4
k=1

0 k k 0 k k

k=1 k=1

B(4,0,-3)-B(4,0,-4)
B(4,0,-3.4368)= *(0.4372%-(C + (S -α )-4∆R))+B(4,0,-4)

(C + (S -α )-3∆R)-(C + (S -α )-4∆R)
∑

∑ ∑

則 

1 2 3

4 4 4

1 1 1
B(3,1,0*)=min(p *B(4,2,0*)* +p *B(4,1,-4.5371)* +p *B(4,0,-3.4368)* ,F)

1+(α +2*∆R) 1+(α +1*∆R) 1+(α +0*∆R)

由上面兩個範例，以同樣的作法，可以求出各節點所有 a值的債劵現值，從到期

日往前推算債劵現值，即可算出期初債劵理論價格。 
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第四章第四章第四章第四章 實證分析與敏感度分析實證分析與敏感度分析實證分析與敏感度分析實證分析與敏感度分析 

 

本章以在市場上交易的雪球型利率連動債劵作為範例，根據第三章的創新數

值方法，進行實證分析與敏感度分析，首先利用市場上限買權(Caplets)報價校正

Hull-White模型參數(a、σ )，建構符合市場期初期間結構的利率樹，並求出此債

劵的理論價格；最後說明雪球型債劵價格與 Hull-White模型參數以及零息利率曲

線之間的關連性。 

 

第一節第一節第一節第一節 雪球型利率連動債劵合約雪球型利率連動債劵合約雪球型利率連動債劵合約雪球型利率連動債劵合約 

 

(一)  合約簡介合約簡介合約簡介合約簡介 

發行機構發行機構發行機構發行機構 : 永豐銀行。 

發行期間發行期間發行期間發行期間 :共十年。 

發行價格發行價格發行價格發行價格 : 票面金額新台幣壹仟萬元整。 

計計計計、、、、付息方式付息方式付息方式付息方式 : 自發行日起每季重設並單利付息一次，且不得低於 0%和延遲一               

期給付。 

票面利率票面利率票面利率票面利率 :  

第一年 : 固定為 3% i(C =3%  ,  i=0,1,2,3)  

第二年 : 前一期票面利率+1.40%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +1.40%-r )   ,  i=4,5,6,7)； 

第三年 : 前一期票面利率+1.65%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +1.65%-r )   ,  i=8,9,10,11)； 

第四年 : 前一期票面利率+1.90%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +1.90%-r )   ,  i=12,13,14,15)； 

第五年 : 前一期票面利率+2.15%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +2.15%-r )   ,  i=16,17,18,19)； 

第六年 : 前一期票面利率+2.40%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +2.40%-r )   ,  i=20,21,22,23)； 

第七年 : 前一期票面利率+2.65%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +2.65%-r )   ,  i=24,25,26,27)； 

第八年 : 前一期票面利率+2.90%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +2.90%-r )   ,  i=28,29,30,31)； 
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第九年 : 前一期票面利率+3.15%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +3.15%-r )   ,  i=32,33,34,35)； 

第十年 : 前一期票面利率+3.40%-浮動利率 +

i i-1 i(C =(C +3.40%-r )   ,  i=36,37,38,39)； 

浮動利率浮動利率浮動利率浮動利率 : 以計息定價日台北時間上午十一時依香港徳勵財富資訊有限公司

6165 頁畫面九十天商業本票次級市場報價均價為依據。 

還本方式還本方式還本方式還本方式 : 自發行日起到期一次還本，且發行機構得於此債劵發行日後屆滿第

三年及以後各期付息日時，依票面金額贖回此債劵。 

 

(二)  商品投資風險商品投資風險商品投資風險商品投資風險 

債劵投資人將會面臨以下風險： 

市場利率風險市場利率風險市場利率風險市場利率風險 : 此債劵的債息與九十天商業本票次級市場利率連動，因為合約

有反浮動的特性，利率一旦持續上升，債息將會越來越少，甚至為零，故投資人

對於利率的走勢預測必須嚴謹注意。 

提前到期風險提前到期風險提前到期風險提前到期風險 : 因為發行機構擁有提前贖回的權利，一旦利率持續下降，投資

人將會面臨提前到期的風險。 

流動性風險流動性風險流動性風險流動性風險 : 對於發行機構，只能於特定時點行使贖回條款；對於投資人，不

得中途要求解約，故當市場完全沒有流動性時，投資人必須持有至債劵到期日。 

信信信信用風險用風險用風險用風險 : 若在付債息前或到期前，發行機構發倒閉或違約事件，則投資人將

面臨無法收取債息或本金的風險。 

再投資風險再投資風險再投資風險再投資風險 : 當發行機構以票面金額提前贖回此債劵，投資人的再投資報酬可

能沒有此債劵如此高。 

其中流動性風險、信用風險、再投資風險不在本文研究範圍內。 
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第二節第二節第二節第二節 評價雪球型利率連動債劵評價雪球型利率連動債劵評價雪球型利率連動債劵評價雪球型利率連動債劵 

 

(一一一一) 參數估計參數估計參數估計參數估計 

(1) 建構零息利率曲線建構零息利率曲線建構零息利率曲線建構零息利率曲線 

表(4.2.1)為中華票劵所提供的零息利率，自 2006/3/1至 2016/3/1。 

 

表表表表(4.2.1) 自自自自 2006/3/1起的零息利率起的零息利率起的零息利率起的零息利率 期限期限期限期限(年年年年) 零息利率零息利率零息利率零息利率 期限期限期限期限(年年年年) 零息利率零息利率零息利率零息利率 期限期限期限期限(年年年年) 零息利率零息利率零息利率零息利率 期限期限期限期限(年年年年) 零息利率零息利率零息利率零息利率 

0.25 1.5160% 2.75 1.9420% 5.25 2.1466% 7.75 2.3572% 

0.5 1.5900% 3 1.9678% 5.5 2.1691% 8 2.3744% 

0.75 1.6505% 3.25 1.9898% 5.75 2.1918% 8.25 2.3917% 

1 1.7115% 3.5 2.0118% 6 2.2145% 8.5 2.4090% 

1.25 1.7497% 3.75 2.0339% 6.25 2.2372% 8.75 2.4264% 

1.5 1.7880% 4 2.0561% 6.5 2.2601% 9 2.4439% 

1.75 1.8264% 4.25 2.0730% 6.75 2.2830% 9.25 2.4614% 

2 1.8649% 4.5 2.0900% 7 2.3059% 9.5 2.4790% 

2.25 1.8905% 4.75 2.1070% 7.25 2.3230% 9.75 2.4966% 

2.5 1.9162% 5 2.1241% 7.5 2.3401% 10 2.5143% 

 

Hull和White(1994)中提出的零息利率方程式 -bta*e +c  ，其中 t表時間，a、b、c

為常數，我們利用表(4.2.1)的零息利率和Matlab內建函數，估計出最適的 a、b、

c常數，得 a=-0.01269，b=0.1475，c=0.02761，SSE=3.418e-006，R-square=0.9916，

如圖(4.2.1)。 
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圖圖圖圖(4.2.1) 零息利率方程式零息利率方程式零息利率方程式零息利率方程式 

 

利用以求出的零息利率，即可利用遠期利率和零息利率的關係求出遠期利率 

2 2 1 1
1 2

2 1

R(t,T )(T -t)-R(t,T )(T -t)
F(t,T ,T )=

T -T
 

其中 iR(t,T )為時間 t至時間 iT的零息利率， 1 2F(t,T ,T )為於時間 t所觀察到時間 1T

至時間 2T 的遠期利率， 1 2t<T <T 。 

 

表表表表(4.2.2) 由表由表由表由表(4.2.1)轉換的遠期利率轉換的遠期利率轉換的遠期利率轉換的遠期利率 

T1 T2 F(0,T1,T2) T1 T2 F(0,T1,T2) 

0.25 0.5 1.664% 5 5.25 2.593028% 

0.5 0.75 1.7727414% 5.25 5.5 2.6394008% 

0.75 1 1.8979861% 5.5 5.75 2.6916158% 

1 1.25 1.9012272% 5.75 6 2.7384681% 

1.25 1.5 1.9781846% 6 6.25 2.7794002% 

1.5 1.75 2.0579871% 6.25 6.5 2.8267396% 

1.75 2 2.1354968% 6.5 6.75 2.8810782% 
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2 2.25 2.0941448% 6.75 7 2.9361422% 

2.25 2.5 2.1461204% 7 7.25 2.7960393% 

2.5 2.75 2.201187% 7.25 7.5 2.831876% 

2.75 3 2.2568198% 7.5 7.75 2.8738064% 

3 3.25 2.2516059% 7.75 8 2.9162979% 

3.25 3.5 2.2964168% 8 8.25 2.9399244% 

3.5 3.75 2.3448951% 8.25 8.5 2.9765555% 

3.75 4 2.3939018% 8.5 8.75 3.0201965% 

4 4.25 2.341579% 8.75 9 3.0644524% 

4.25 4.5 2.3763335% 9 9.25 3.0870983% 

4.5 4.75 2.4147087% 9.25 9.5 3.1246122% 

4.75 5 2.453516% 9.5 9.75 3.1700923% 

 

(2) 校校校校正正正正 Hull-White模型參數模型參數模型參數模型參數 

利用市場上觀察到的上限買權報價，以四年期上限買權報價為例，如表

(4.2.3)，代入式子(2.1.4)求得上限買權的現金價格，如表(4.2.4)。再根據期限加總

即可得利率上限的現金價格，如表(4.2.5)。 
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表表表表(4.2.3) 四年期上限買權之波動度報價四年期上限買權之波動度報價四年期上限買權之波動度報價四年期上限買權之波動度報價 期限期限期限期限
(年年年年) 

履約履約履約履約價價價價 

Vol. 報價報價報價報價(%) 

期限期限期限期限
(年年年年) 

履約履約履約履約價價價價 

Vol. 報價報價報價報價(%) 

期限期限期限期限
(年年年年) 

履約履約履約履約價價價價 

Vol. 報價報價報價報價(%) 

期限期限期限期限
(年年年年) 

履約履約履約履約價價價價 

Vol. 報價報價報價報價(%) 

0.25 1.5% 8 0.25 2.5% 8 0.25 3.5% 8 0.25 4.5% 8 

0.5 1.5% 8 0.5 2.5% 8 0.5 3.5% 8 0.5 4.5% 8 

0.75 1.5% 8 0.75 2.5% 8 0.75 3.5% 8 0.75 4.5% 8 

1 1.5% 8.538594 1 2.5% 8.360483 1 3.5% 8.321068 1 4.5% 8.314355 

1.25 1.5% 9.065219 1.25 2.5% 8.712955 1.25 3.5% 8.635001 1.25 4.5% 8.621724 

1.5 1.5% 9.603813 1.5 2.5% 9.073438 1.5 3.5% 8.956069 1.5 4.5% 8.936078 

1.75 1.5% 10.14839 1.75 2.5% 9.437926 1.75 3.5% 9.280704 1.75 4.5% 9.253926 

2 1.5% 11.1357 2 2.5% 10.14639 2 3.5% 9.837004 2 4.5% 9.778085 

2.25 1.5% 12.12301 2.25 2.5% 10.85486 2.25 3.5% 10.3933 2.25 4.5% 10.30224 

2.5 1.5% 13.08838 2.5 2.5% 11.54759 2.5 3.5% 10.93724 2.5 4.5% 10.81475 

2.75 1.5% 14.07569 2.75 2.5% 12.25605 2.75 3.5% 11.49354 2.75 4.5% 11.33891 

3 1.5% 14.81617 3 2.5% 12.97623 3 3.5% 12.06952 3 4.5% 11.85515 

3.25 1.5% 15.55665 3.25 2.5% 13.69641 3.25 3.5% 12.6455 3.25 4.5% 12.37139 

3.5 1.5% 16.29713 3.5 2.5% 14.41659 3.5 3.5% 13.22149 3.5 4.5% 12.88762 

3.75 1.5% 17.02116 3.75 2.5% 15.12076 3.75 3.5% 13.78467 3.75 4.5% 13.39239 
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表表表表(4.2.4) 四年期上限買權之現金價格四年期上限買權之現金價格四年期上限買權之現金價格四年期上限買權之現金價格 期期期期限限限限
(年年年年) 

履約履約履約履約價價價價 

現金現金現金現金 價格價格價格價格 

期期期期限限限限
(年年年年) 

履約履約履約履約價價價價 

現金現金現金現金 價格價格價格價格 

期期期期限限限限
(年年年年) 

履約履約履約履約價價價價 

現金現金現金現金 價格價格價格價格 

期期期期限限限限
(年年年年) 

履約履約履約履約價價價價 

現金現金現金現金 價格價格價格價格 

0.25 1.5% 0.000416 0.25 2.5% 0 0.25 3.5% 0 0.25 4.5% 0 

0.5 1.5% 0.000683 0.5 2.5% 3.58E-14 0.5 3.5% 0 0.5 4.5% 0 

0.75 1.5% 0.000989 0.75 2.5% 3.41E-09 0.75 3.5% 0 0.75 4.5% 0 

1 1.5% 0.000993 1 2.5% 6.95E-08 1 3.5% 9.18E-18 1 4.5% 0 

1.25 1.5% 0.001176 1.25 2.5% 1.53E-06 1.25 3.5% 1.97E-13 1.25 4.5% 0 

1.5 1.5% 0.001364 1.5 2.5% 1.04E-05 1.5 3.5% 9.90E-11 1.5 4.5% 5.62E-17 

1.75 1.5% 0.001545 1.75 2.5% 3.58E-05 1.75 3.5% 5.69E-09 1.75 4.5% 9.22E-14 

2 1.5% 0.001441 2 2.5% 4.27E-05 2 3.5% 2.61E-08 2 4.5% 3.05E-12 

2.25 1.5% 0.00156 2.25 2.5% 8.68E-05 2.25 3.5% 2.53E-07 2.25 4.5% 1.99E-10 

2.5 1.5% 0.001687 2.5 2.5% 0.000149 2.5 3.5% 1.34E-06 2.5 4.5% 4.30E-09 

2.75 1.5% 0.001814 2.75 2.5% 0.000228 2.75 3.5% 4.78E-06 2.75 4.5% 4.38E-08 

3 1.5% 0.001802 3 2.5% 0.000265 3 3.5% 8.96E-06 3 4.5% 1.55E-07 

3.25 1.5% 0.001904 3.25 2.5% 0.00035 3.25 3.5% 1.96E-05 3.25 4.5% 6.28E-07 

3.5 1.5% 0.002014 3.5 2.5% 0.000446 3.5 3.5% 3.73E-05 3.5 4.5% 1.97E-06 

3.75 1.5% 0.002124 3.75 2.5% 0.000549 3.75 3.5% 6.33E-05 3.75 4.5% 4.96E-06 
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表表表表(4.2.5) 四年期利率上限之現金價格四年期利率上限之現金價格四年期利率上限之現金價格四年期利率上限之現金價格 期期期期限限限限 

履約履約履約履約價價價價 

現金現金現金現金 價格價格價格價格 

期期期期限限限限 

履約履約履約履約價價價價 

現金現金現金現金 價格價格價格價格 

期期期期限限限限 

履約履約履約履約價價價價 

現金現金現金現金 價格價格價格價格 

期期期期限限限限 

履約履約履約履約價價價價 

現金現金現金現金 價格價格價格價格 

1 1.5% 0.0020879 1 2.5% 3.41E-09 1 3.5% 0 1 4.5% 0 

2 1.5% 0.00716633 2 2.5% 4.79E-05 2 3.5% 5.79E-09 2 4.5% 9.23E-14 

3 1.5% 0.0136686 3 2.5% 0.000555042 3 3.5% 6.41E-06 3 4.5% 4.83E-08 

4 1.5% 0.0215128 4 2.5% 0.00216609 4 3.5% 0.000135513 4 4.5% 7.76E-06 

 

因為利率上限的價格可由式子(2.1.4)或式子(2.1.6)求出，故我們可以利用表(4.2.3)

的利率上限現金價格來校正式子(2.1.6)中的利率回歸速度 a、利率波動度 σ。考

慮能使兩者價格的平方差之和為最小的 a和 σ，即 

4 n
2

ki ki
a, a,

k=1 i=1

min  SSE= min  (U -V )
σ σ

∑∑  

其中 kiU 為式子(2.1.4)算出的市場利率上限價格， kiV 為式子(2.1.6)算出的利率上限

價格，下標 k等於 1表履約價為 1.5%的利率上限，k等於 2表履約價為 2.5%的

利率上限，以此類推。 

當 a等於 0.014485和 σ等於 0.004596，得到最小 SSE為 7.80133E-005。故

選擇(0.014485,0.004596)作為 Hull-White模型的參數(a, σ )。 

 

 (二二二二) 實證結果實證結果實證結果實證結果 

設面額為一百元整，利用第三章的數值方法以及利用利率上限所估計出來的

參數，求得附有贖回條款的雪球型利率連動債劵價格為 88.1891元，不含贖回條

款的價格為 116.566元，所以可贖回條款的價值為 28.3769(116.566-88.1891)，發

行機構的報酬率為 13.3927((100-88.1891)/88.1891)。 
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第三節第三節第三節第三節 敏感度分析敏感度分析敏感度分析敏感度分析 

 

以下設面額為一百元整，分析 Hull-White 利率模型的參數對債劵價格的影

響。 

(一一一一) 波動度波動度波動度波動度σ對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響 callable snowball price v.s. volatility
82848688909294

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012volatilityprice a=0.15a=0.2a=0.3
 noncallable snowball price v.s. volatility

80100120140160
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012volatilityprice a=0.15a=0.2a=0.3

 

圖圖圖圖(4.3.1) 波動度波動度波動度波動度σ對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響 

 

由圖(4.3.1)可知，當波動度 σ越高，債劵價格會越高。當波動度越大，代表

利率可能發生極高或極低的水準，當利率為極低時，債劵持有者會獲得高債息，

因此債劵價值會升高；當利率為極高時，會造成低債息，但因為票面利率有下限

0%，兩者效果相加還是會使得債劵價值上升。對於有贖回條款雪球型債劵，當

利率為極低的情況下，發行機構有權贖回債劵，會抑制債劵價值快速上升，所以

價格上升幅度不大。 
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(二二二二) 利率回歸速度利率回歸速度利率回歸速度利率回歸速度 a對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響 calllable snowball price v.s. a
889092949698

0.175 0.225 0.275 0.325 0.375 0.425 0.475aprice volatility=0.005volatility=0.01volatility=0.02
 noncallable snowball price v.s. a

050100150200250
0.175 0.225 0.275 0.325 0.375 0.425 0.475aprice volatility=0.005volatility=0.01volatility=0.02

 

圖圖圖圖(4.3.2) 利率回歸速度利率回歸速度利率回歸速度利率回歸速度 a對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響對雪球型債劵價格的影響 

 

由圖(4.3.2)可知，對於不可贖回的雪球型債劵，利率回歸速度 a 越小時，債

劵價值會越高。a 越小，代表利率處高檔或低檔時，需要一段時間才會回歸到利

率長期平均水準，故當利率為低檔時，債劵持有者會得到高債息，且折現因子較

小，因此債劵價格上升，反之，當利率為高檔時，一樣因為票面利率有下限 0%，

所以債劵價格不會無限下降，故兩者效果相加，還是會造成價格與利率回歸速度

a負相關。 

 

 

 

 

 



 37 
 
 

 

(三三三三) 零息利率對雪球型債劵價格的影響零息利率對雪球型債劵價格的影響零息利率對雪球型債劵價格的影響零息利率對雪球型債劵價格的影響 Snowball price v.s. zero rate with volatility=0.004596，a=0.014485
050100150200250
-150 -100 -50 0 50 100 150bpprice callablenoncallable

 

圖圖圖圖(4.3.3) 零息利率對雪球型債劵價格的影響零息利率對雪球型債劵價格的影響零息利率對雪球型債劵價格的影響零息利率對雪球型債劵價格的影響 

 

圖(4.3.3)為零息利率平行上升下降各 100個基點(bp)，債劵價格的變化。很

明顯地，當利率平行下降會讓債劵價格上升，但可贖回型因為贖回條款，使得上

升幅度不大；當利率平行上升時，會使得票面利率降低，此時發行機構不會行使

贖回條款，故兩種價格會重合。 

 (四四四四) 贖回期間對雪球型債劵價格的影響贖回期間對雪球型債劵價格的影響贖回期間對雪球型債劵價格的影響贖回期間對雪球型債劵價格的影響 Snowball price v.s. callable time
050100150

0 2 4 6 8 10 12yearprice callablenoncallable
 

圖圖圖圖(4.3.4) 贖回期間對雪球型債劵價格的影響贖回期間對雪球型債劵價格的影響贖回期間對雪球型債劵價格的影響贖回期間對雪球型債劵價格的影響 

 

由圖(4.3.6)可知，當可贖回的年限越後面，所得的債劵價值越高，直到逼近

不可贖回型債劵的價格。 
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第五章第五章第五章第五章 結論與建議結論與建議結論與建議結論與建議 

 

本文結合 Hull-White模型和求面積法，以減少使用三元樹近似常態分配時所

發生的分配誤差。Hull-White模型為無套利模型之一，以當期市場利率期間結構

作為模型的輸入值，因此讓利率模型符合真實世界；且 Hull-White模型具有回歸

平均值的特性，利率的變動會以回歸利率速度 a 回復到長期平均利率水準
θ(t)

a
 

。使用樹狀結構法，Hull-White模型的短期利率可以表示為 i +K Rα ∆ ，K為整數，

根據這個特性，我們針對市場上交易的雪球型利率連動債劵提供一個創新的數值

方法，處理雪球型債劵高度路徑相依的債息問題。 

在實證分析中，算出理論債劵價格為 88.1891元(面額為一百元)，發行機構

的利潤為 11.8109，因為我們假設市場為完備的，忽略流動性風險，交易成本，

保管成本…等等，也許因此造成跟市價有段差距，未來可將本文沒考慮的風險因

子加入模型，讓模型更加完整。在敏感度分析中，得知利率波動度與債劵價值為

正向變動，而利率回歸速度以及零息利率曲線與債劵價值為反向變動。當零息利

率曲線大幅度下移時，對於不可贖回的雪球型債劵價值會快速上升，但對於附有

贖回條款的債劵，價值上升的幅度並不會太大，故贖回條款使得發行機構有效地

規避利率直速下降所造成的重大損失。 

建議未來研究可以考慮非整數時點的債劵評價為方向，以傳統樹狀結構法處

理雪球型債劵，只能計算出在整數時點的債劵價值，但在真實世界裡，債劵可以

在任意時點交易，我們可以利用求面積法克服這點困難。以及使用不同的利率模

型來評價雪球型債劵或引用本文數值方法的概念評價其他利率衍生性商品。 
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