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摘    要
本文討論以Hull-White短利模型評價雪球型利率連動商品。該債券為一複雜的反浮動債券，每期支付的票面利率具有路徑相關之特性，再加上每一期的票面利率不可小於零，與提早贖回債券之條款，因此產品複雜無封閉解評價公式，也不易建構數值模型評價。本文發現在Hull-White三元利率樹下，票面利率及債券價格計算問題可大幅化簡，並結合求面積法(Quadrature methods)以減少利率樹的分配誤差，建構出有效率並精確的評價方法。並以市場資料與已經發行之雪球型債劵實際進行演算，可提供業者參考。
關鍵字：雪球型利率連動債劵、Hull-White 模型、求面積法、分配誤差。
ABSTRACT
    This paper investigates pricing snowball notes based on Hull-White term structure model. Snowball notes can be viewed as sophisticated inversing floating rate bonds with path-dependent coupons, freeze at zero and redemption articles. Because of these complicated articles, there is no accurate closed form solution of snowball notes. It is also hard to develop efficient numerical pricing method. This study shows that the calculation of coupons for snowball notes can be drastically simplified under Hull-White interest rate tree model. To further reduce the distribution error, we combine Hull-White model with Quadrature method, and then construct an efficient and accurate pricing method. Numerical experiments on real world’s data and issued bonds are also given for practitioners’ reference.   
Keywords: snowball notes, Hull-White model, Quadrature methods, distribution error

1.前言
由於市場開放以及財務工程的發展，金融機構開發許多新興利率商品(如結構債)，以滿足客戶投資和避險的需求。雪球型債券(snowball notes)由於具備反浮動(inverse floater)的特性，且每一期票面利率可視為前期的票面利率再加上反浮動的報酬，故雪球型債券的票面利率可在市場利率維持低檔時逐期累積變大，十分適合長期看空利率走勢投資人投資。此外，該債券的票面利率不得小於零，所以可幫助投資人規避市場利率維持高檔時所造成的損失。所以內含雪球型條款的利率商品，例如 snowball range accrual， 在市場上交易十分活絡。
雪球型債劵的條款十分複雜，為一高度路徑相依(strongly path depedent)的利率衍生性商品。該債劵會在第一年支付高於市場存款利率的票面利息以吸引投資大眾，第二年起票面利率為前一期票面利率加上固定利差(Spread)再減去某浮動指標利率，所以當利率長期維持在低檔時，票面利率可以像雪球越滾越大，發行機構為了規避此風險，又規定可在特定時間將債劵以票面價值提前贖回，這些複雜的條款使得雪球型債劵的評價相當困難(見Bender, Kolodko and Schoenmakers (2005))。不僅難以推導封閉公式解，欲使用蒙地卡羅法配合Longstaff 和Schwartz(2001) 的最小平方迴歸法來處理提前贖回問題，也會因需迴歸的變數太多而變得十分複雜。
本文探討如何建構利率樹來評價雪球型債券，以利提前贖回條款的處理。由於雪球型債券每一期的票面利率，約略可表成一個常數減去前幾期的指標利率的和，和亞式選擇權(Asian option)的報酬相仿，都具備高度路徑相依特性，再加上可提前贖回條款與票面利率不得小於零的條款。所以當採用的利率期間結構如果太複雜，例如HJM(Heath-Jarrow-Merton)或是Libor market model這些非馬可夫過程(Non-Markov process)的利率模型，則會造出節點無法合併(Non-recombining)的利率樹，造成處理不同票面利率下的債券價格的運算量太大(請見Dai and Lyuu (2007))而使得電腦無法處理。本文發現在Hull-White利率樹下，票面利率及債券價格計算問題可大幅化簡。為了處理樹狀結構評價造成的分配性誤差(distribution error,見Figlewski and Gao (1999))，我們使用Andricopoulos et al.(2003) 介紹的求面積法以提高精確度。建構出有效率並精確地評價雪球型債劵的方法。
2.文獻回顧
2.1 利率模型簡介
    標準市場模型(Standard market model)是Black(1991)將Black-Scholes模型延伸至利率領域，例如評價利率上限。利率上限(Cap)是由一組履約價格相同，但到期日不同的上限買權(Caplets)所組成，即一個發行期間為T的利率上限，其本金為L，上限水準
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觀察到的利率水準 (k=1,2…,n)，可分解為n個上限買權，對應的報酬支付時間為
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其中
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服從指數常態分配，波動度
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，則上式可藉由Black’s模型得到上限買權於時間零的價值為
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其中
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時支付$1的零息債劵於現在的價值，N(.)為常態分佈的累積分配函數。
    均衡模型(Equilibrium model)加入利率走勢會回歸長期平均利率水準的特性，也稱為mean reversion性質。Vasicek(1977) 提出的Vasicek’s model，假設利率服從

[image: image23.wmf]()

drabrdtdz

s

=-+

                    (2.1.3)

之後Cox, Ingersoll, and Ross(1982)改善Vasicek’s model會造成利率為負值的情形，提出CIR model使得利率不會為負值，其公式如下：
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其中a為回復到利率長期水準的速度，b為利率長期平均值，σ為利率的波動度。
    無套利模型(No-arbitrage model)進而改善均衡模型，使所建構出的利率結構能夠符合初期的利率曲線。Ho and Lee(1986) 提出第一個無套利模型​──Ho-Lee model：
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其中
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為時間的函數，用來調整模型符合初期的利率曲線。之後Hull and White(1990, 1993)將Vasicek的模型衍生至無套利模型，其模型以及Hull and White(1994) 提出的短期利率三元樹會在下一節作詳細的介紹。
    另外，Health, Jarrow and Morton(1990) 提出的HJM模型與Brace, Gatarek and Musiela 提出的 BGM模型(LIBOR market model)為遠期利率模型(Forward rate model)，此兩個模型因為具有非馬可夫(non-Markov)的性質，所以無法以利率樹的形式表示，只能以蒙地卡羅法來模擬利率的走勢。
    因雪球型債券本身具有可贖回的條款以及複雜的票面利率條款，為了能夠減少在不同票面利率下的債券價格狀態的運算量與使用樹狀結構較易處理提前贖回的特性，並兼顧模型能夠和市場殖利率曲線吻合的前提下，因此我們採用Hull-White三元樹利率模型。
2.2 Hull-White短利模型與求面積法(Quadrature methods)
Hull-White模型假設瞬間短期利率r服從
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其中a，σ為常數，σ為短期利率的波動度，z為一布朗運動，
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為使模型符合期初期間結構的時間函數，其模型可以評價零息債劵歐式選擇權。考慮一個以本金L，在時間S到期的零息債劵為標的物的歐式賣權，且賣權的到期日為時間T，其中時間0<T<S。
此賣權在時間零的價值為
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其中

[image: image30.wmf]-2aT

-a(s-T)

p

p

p

σ

1-e

σ

=[1-e]

a2a

σ

1LP(0,s)

h=ln+

σ

P(0,T)K2


K為歐式賣權的執行價格，
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之後，Hull–White(1994)提出穩定的兩階段法建立三元樹，將連續型隨機過程的Hull-White短利模型改用離散時間型(discrete time)的隨機過程表達，意即將原模型模擬的瞬間短期利率r改成模擬距到期日為
[image: image33.wmf]Δ

t

的零息利率R，其中
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表利率樹每期時間間隔，R的隨機過程可表示如下：
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以下分別介紹這兩階段的造樹過程。
 (一) 第一階段    

第一階段為建立期初值為零，
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    定義
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為利率樹上的利率間距
，且任一節點(i,j)代表時間為，利率
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的節點，利率在下一期往上走的機率為Pu，持平的機率為Pm，往下走的機率為Pd。在第一階段下，當期的利率變化到下一期，會有三種走勢，當變數j夠大時必須用圖(2.1)(c)走勢，相對地，當j夠小時則採圖(2.1)(b)的走勢，其餘狀況利率走勢採用圖(2.1) (a)，這是因為利率具有回歸平均值的特性，節點的走勢會隨著當時利率高低而改變，並且利用一階與二階常態分配的動差函數與機率總和等於一，這三個方程式求得Pu、Pm、Pd機率值。
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圖(2.2.1)Hull-White三元樹的三種利率走勢
(二) 第二階段
    第一階段建構的利率樹和當時市場所觀察到的利率期間結構未必相同，所以第二階段要將
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為一個在利率走到節點(i,j)時支付＄1，否則報酬為零的商品之現值。
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可以在期初期間結構完全吻合的條件下以前推法(Forward induction)求出，得到下列公式。
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其中
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其中
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為節點(i,k)走到節點(i+1,j)的機率。算出每一期的
[image: image76.wmf]i

α

後，搭配由市場利率上限報價校正出的a、σ常數參數，便可得到與市場一致的利率樹。
由於二元樹或三元樹等數值方法，皆是以離散型分配去近似連續型分配，而產生分配誤差(distribution error 見Figlewski and Gao (1999))，當樹的期數切得不夠多時(
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不夠小時)，會因為分配誤差太大而導致評價結果不準確。假設雪球型債券的票面利率與90天期的商業本票利率相關，如果用Hull-White三元利率樹模擬的隨機過程R代表90天期的利率，則會因
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太大而出現分配誤差過大的問題。因此，我們採用Andricopoulos et al.(2003)的求面積法(quadrature method)以解決分配誤差的問題。求面積法可以視為一個多元樹，它提高樹的每個節點的分支的個數，讓樹所模擬的離散型分配更貼近連續型分配，並使用辛普森法(Simpson method )提高收斂的速度，故可解決上述分配誤差的問題。
2.3 亞式選擇權(Asian option)的相關文獻
由於雪球型債券的票面利率，約略可表成一個常數減去前幾期的指標利率的和，故和亞式選擇權的報酬相近。Hull and White (1993)指出亞式選擇權可在二元樹的每個節點上加上適當狀態變數(states)就可以評價，Dai and Lyuu (2007)指出狀態變數的個數太多而導致電腦無法處理，Forsyth(2002)指出如果大量減少狀態變數而改用內插法來近似，則其誤差可能很大，造成評價的結果不會隨著期數增加而收斂。本文採用Hull-White的三元樹模型可使狀態變數大幅減少，並且只有在處理票面利率大於零的條款(freeze at zero)時才需要用到內插法，大幅增加程式的可靠性。
3.評價方法
    本章節分為三部分：第一部分為介紹雪球型利率連動債券；第二部分是以Hull-White三元樹為基礎，建立一創新的數值方法評價雪球型利率連動債券；第三部分是利用求面積法(Quadrature methods)建構Hull-White多元樹，解決分配誤差，更精確的評價雪球型利率連動債券。

3.1 雪球型利率連動債券簡介    
一般雪球型債券付息公式如下： 
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C=(C+S-r)      , i=1,2,...,n-1
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如圖(3.1.1)，第i期所設定的票面利率Ci為第i-1期所設定的票面利率Ci-1加上第i期利差(spread)Si再減去第i期的浮動利率ri，且票面利率不得為負。
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圖(3.1.1) 雪球型利率連動債劵
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為合約中載明的固定票面利率，且因為延遲给付條款，
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3.2 以Hull-White三元樹評價雪球型利率連動債券
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圖(3.2.1) Hull-White三元樹(第一階段)

圖(3.2.1)為Hull-White三元樹第一階段，在Hull-White三元樹結構下，利率樹
的間距為
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，節點 node(i,j)的短期利率可分解為
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，
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 為第i期的節點往上平移的值(見式子2.2.2)，故式子(3.1.1)可改寫為
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其中
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，
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時最高點的短期利率為
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。
因為雪球型債劵的計息方式為高度路徑相依，如果選擇以到達節點(i,j)的路徑數作為計算票面利率的狀態變數(state variable)將會太複雜，不易處理，故我們利用短期利率在Hull-White利率模型下能以
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型式表示的特性。根據此特性，我們將用三步驟來處理雪球型債劵的票面利率與計算期初價格，並在每個步驟中舉例說明：第一步驟是為求簡化計算，允許票面利率為負的情況，計算節點node(i,j)所有可能出現的票面利率；第二步驟加入票面利率不得小於零的條款；第三步驟則是考慮在可贖回條款下，利用後推法(Backward induction)求算債劵現值。

(一)第一步驟 計算節點node(i,j)最大與最小可能的票面利率
第一步驟中，我們先忽略票面利率可能為負的狀況，故式子(3.2.1)可改寫為
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其中
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f

為整數，由到達節點node(i,j)的路徑決定，並定義
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為節點node (i,j)所有可能票面利率的集合。
例子3.1由路徑計算票面利率
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圖(3.2.2) 由路徑計算票面利率
    給定一條利率路徑 { node(0,0)-> node(1,1) -> node(2,0) -> node(3,1)}，若忽略票面利率為負的狀況，則此路徑在node(3,1)所訂立的票面利率，亦即
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的其中一種票面利率等於為
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定義節點node(i,j)的父節點(Parents)、子節點(Children)與(M,m)。節點node (i,j)的父節點為在
[image: image104.wmf](i-1)
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時有連結到節點node (i,j)的節點，節點node (i,j)的子節點為在
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時有連結到節點node (i,j)的節點，如圖(3.2.2)，節點C的父節點為節點A、B、D，節點C的子節點為節點E、F、G。每個節點node(i,j)的(M,m)代表此節點的最大可能票面利率為
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，最小可能票面利率
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，即
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的最大值為M，最小值為m。
因為雪球型債劵具有反浮動的特性，短期利率走低會使得票面利率上升，故節點(i,j)的最大票面利率會由節點(i,j)父節點的最低點中之最大票面利率提供，相對地，節點(i,j)的最小票面利率會由節點(i,j)父節點的最高點中之最小票面利率提供。如圖(3.2.3)，每個節點的
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上限為
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，下限為
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，因此
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最多只有
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的狀況，第i期總共有2i+1個節點，因此我們演算法速度可從由路徑算各節點的狀況O(3n)降低至O(n3)。
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圖(3.2.3)票面利率的上下界
例子3.2計算各節點的最大最小之票面利率
如圖(3.2.4)，節點C的最大票面利率會由父節點中的最低點節點D提供，由節點D中的M值再減去節點C的
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高度(為1)，故節點C的M值等於1-1=0，最小票面利率會由父節點的最高點節點A提供，由節點A中的m值再減去節點C的
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高度，故節點C的m值等於-3-1=-4，所以節點C的(M,m)為(0,-4)，即節點node(3,1)的所有可能票面利率
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，以此類推，可以得到各節點的(M,m)。
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圖(3.2.4) 計算各節點的(M,m)

 (二)第二步驟 加入票面利率不得小於零的條款
在第一步驟中，我們先忽略票面利率不得小於零的條款，而先求算各節點node(i,j)的(M,m)，所以在各節點node(i,j)有至多M-m+1種的可能票面利率，第二步驟便是計算當在
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低於
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的情況便會被消除，因為其所對應的票面利率會低於零。
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的最小整數，亦即
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                       (3.2.3)

根據第一步驟以及式子(3.2.3)求算在
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時，所有節點的(M,m)以及
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後，會有三種調整情況，如下說明。
情況一 : 

M,m皆大於等於
[image: image130.wmf]i

K

，表示此節點的所有可能票面利率皆大於0%，則此節點的(M,m)維持不變，共有M-m+1種可能票面利率。
情況二 : 

(M,m)中有部份小於
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K

，表示此節點的可能票面利率有小於0%的部分，必須刪除，所以將m用
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替代，並加入
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這個符號，代表此節點有出現票面利率為0%的情況，則此節點的(M,m)由(M,Ki,0*)替代，共有M-Ki+2種可能票面利率。
情況三 :

(M,m)皆小於
[image: image134.wmf]i
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，代表此節點的可能票面利率皆小於0%，則此節點(M,m)由(0*,0*)替代，票面利率只有0%一種。
當節點(i,j)的父節點含有(0*,0*)，節點(i,j)的重設票面利率會為
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例子3.3 在票面利率不得小於零的條款下計算各節點最大與最小的票面利率
如圖(3.2.5)，假設
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圖(3.2.5) 計算各節點的(M,m)及考慮下限
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在時間
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將票面利率低於零的部份消除，利用遞迴此兩步驟，則可得到整個利率樹所有節點的(M,m)。
(三)第三步驟 計算債劵現值以及考慮贖回條款
首先定義B(i,j,a)代表節點node(i,j)在
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的時點支付，如圖(3.2.6)中，節點 node(3,1) 於時點
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圖(3.2.6) 計算各節點的債劵現值
例子3.4 a不等於0*的情況：
    考慮圖(3.2.6)節點node(3,1)中a等於-4的情況，如圖(3.2.7)所示，會對應到其子節點節點(4,2)中a等於-6(因為-4-2)、節點(4,1)中a等於-5(因為-4-1)、節點(4,0)中a等於-4(因為-4-0)，機率分別為
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，表示a的狀態若小於-5時，所得到的票面利率會低於零，因此節點(4,2)中a等於-6的狀態必須改成a等於0*，表示該點不會獲得票面利率；而節點(4,1)中a等於-5的狀態有大於等於
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，因此該點所得票面利率不會低於零。
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圖(3.2.7) 計算a不等於0*的債劵現值，時間軸為票面利率支付的時點
    若
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不為債劵到期日，F為債劵面額，節點node(3,1)中a等於-4的情況於
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如果
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為債劵到期日，則B(3,1,-4)為
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此時
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其中會取min函數，是由於發行機構擁有以債劵面額F贖回此債劵的權利，故當算出的價值比面額F高時，發行機構將會執行贖回條款，債劵現值至多為面額F，而不管是否有執行贖回條款，債劵持有人都會在
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時收到
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的票面利率，所以式子最後必須加上此票面利率。
例子3.4 a等於0*的情況：
考慮圖(3.2.6)節點(3,2)中a等於0*的情況，代表在
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時收到的票面利率為零，假設在
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會分別收0%、0%、0.3537%的票面利率。將0.3537%轉換成
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的形式，假設K等於-4.5371，則我們可以利用線性內插法求算B(4,1, -4.5371)如圖(3.2.9)
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圖(3.2.8) 計算a等於0*的債劵現值，時間軸為票面利率支付的時點
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圖(3.2.9) 利用線性內插法求算債劵現值
利用線性內插法求算B(4,1,-4.5371)
即
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由例子3.3和例子3.4，以同樣的作法，可以求出各節點所有a值的債劵現值，從到期日往前推算債劵現值，即可算出期初債劵理論價格。
3.3 應用求面積法(Quadrature methods)建構Hull-White多元樹
在Hull-White建構三元樹的第一階段中，
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的常態分配，是以三元樹近似此常態分配，也就是經過一單位時間
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只有三種可能值，但利率經過
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後的可能走勢不該只有三種，當
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太大時，分配誤差將會顯著地影響評價的準確度。評價雪球型利率連動債券分為兩階段：第一階段是考慮在Hull-White第一階段中加入求面積法的概念，讓三元樹能擴展至多元樹；第二階段為將多元樹調整成Hull-White第二階段的利率樹，再套用3.2節的演算數值方法求雪球型債券價值，其介紹如下。

(一)第一階段
    一樣建構對稱於
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隨機過程的平行利率樹，定義
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最大的可能利率，
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最小的可能利率，亦即
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為利率的間隔，k為正整數，為了要將三元樹延伸至多元樹，我們必須限制
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，如圖(3.3.1)所示
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圖(3.3.1) 計算多元樹的最大最小可能利率
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後，最大的可能利率
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但
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不一定會被
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整除，所以定義
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為節點(i,j)至
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最大可能利率距離
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的步數，同理，
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的步數，這樣才保證節點會重合在一起(Recombine)，如圖(3.3.2)。
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圖(3.3.2) 調整多元樹的最大最小可能利率
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如此我們可以建造出第一階段的多元平行樹，如圖(3.3.3)
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圖(3.3.3) 第一階段平行樹
假設每一節點會有n條分枝，
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為其對應的機率，因為
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的常態分配，我們利用辛普森積分法求出每個節點對應的
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如圖(3.3.4)。
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圖(3.3.4) 求算節點(i,j)的分枝機率
利用辛普森積分法求算節點(i,j)的
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越高的節點node(i,j)會有越大的變數j，所求得的
[image: image258.wmf]1

p

會越小，即再往上的機率越小，相反地，越低的節點node(i,j)會有越小的變數j，再往下的機率越小，恰能反映出Hull-White利率模型回歸平均值的特性。
(二)第二階段
同Hull-White三元樹的第二階段，調整每一期往上平移的利率
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，建構與期初利率期間結構相同的利率樹，如此便可以利用多元樹與我們的數值方法來評價雪球型債券。
4.實例分析
本節針對在市場上交易的雪球型利率連動債劵，首先利用市場上限買權(Caplets)報價校正Hull-White模型參數(a、
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)，建構符合市場期間結構的利率樹，進而求解債劵的價格。之後，分析模型參數、債券參考的浮動利率與閉鎖期長度對債券價格的影響。
4.1 雪球型利率連動債劵合約
    以永豐銀行發行的雪球型利率連動債券合約為例，其發行期間為十年，發行價格為票面金額新台幣壹仟萬元整，計息與付息方式為自發行日起每季重設並單利付息一次，付息利率不得低於0%並延遲一期給付。第i季的票面利率
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規格如下：
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其中固定利差
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浮動利率
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為九十天商業本票。還本方式為至到期日一次還本，發行機構得於此債劵發行日後屆滿第三年及以後各期付息日時，依票面金額贖回此債劵。
4.2 評價雪球型利率連動債劵
(一) 參數估計
(1) 建構零息利率曲線
建構零息利率曲線的資料來源為為中華票劵(見表4.2.1)，時間從永豐銀行發
行雪球型利率連動債券日期2006/3/1，至債券發行到期日2016/3/1。
表(4.2.1) 自2006/3/1起十年的零息利率
	期限(年)
	零息利率
	期限(年)
	零息利率
	期限(年)
	零息利率
	期限(年)
	零息利率

	0.25
	1.5160%
	2.75
	1.9420%
	5.25
	2.1466%
	7.75
	2.3572%

	0.5
	1.5900%
	3
	1.9678%
	5.5
	2.1691%
	8
	2.3744%

	0.75
	1.6505%
	3.25
	1.9898%
	5.75
	2.1918%
	8.25
	2.3917%

	1
	1.7115%
	3.5
	2.0118%
	6
	2.2145%
	8.5
	2.4090%

	1.25
	1.7497%
	3.75
	2.0339%
	6.25
	2.2372%
	8.75
	2.4264%

	1.5
	1.7880%
	4
	2.0561%
	6.5
	2.2601%
	9
	2.4439%

	1.75
	1.8264%
	4.25
	2.0730%
	6.75
	2.2830%
	9.25
	2.4614%

	2
	1.8649%
	4.5
	2.0900%
	7
	2.3059%
	9.5
	2.4790%

	2.25
	1.8905%
	4.75
	2.1070%
	7.25
	2.3230%
	9.75
	2.4966%

	2.5
	1.9162%
	5
	2.1241%
	7.5
	2.3401%
	10
	2.5143%


資料來源：中華票劵
我們利用Hull-White(1994)中提出的零息利率方程式
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 ，其中t表時間，A、B、C為常數，與表(4.2.1)的零息利率和Matlab內建函數，估計出A=-0.01269，B=0.1475，C=0.02761，SSE=3.418e-006，R-square=0.9916。

利用已求出的零息利率，即可利用遠期利率和零息利率的關係求出遠期利率

[image: image267.wmf]2211

12

21

R(t,T)(T-t)-R(t,T)(T-t)

F(t,T,T)=

T-T


其中
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的零息利率，
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 (2) 校正Hull-White模型參數
校正Hull-White模型參數的步驟如下：一、利用Black’s模型與市場資料求得上限買權價值；二、求利率上限(Cap)價格；三、利用最小平方法(SSE)找出最適的回歸速度a、利率波動度
[image: image274.wmf]σ

，使得Hull-White模型求得的利率上限價值最接近市場價格。
第一與第二步驟以四年期的上限買權為例，資料來源為中國信託商業銀行的上限買權(Caplets)波動度報價（表4.2.2)，代入Black’s模型（式子2.1.2）求得每段期間的上限買權價格。第二步驟是將每期的上限買權價值加總，可得到期日分別為一、二、三和四年的利率上限(Cap)價格（表4.2.3），例如一年到期，履約價為1.5％的利率上限，其價格為0.25年、0.5年和0.75年的上限買權價值的總和。


表(4.2.2) 四年期上限買權之波動度報價
	期限(年)
	履約價
	Vol.

報價(%)
	期限(年)
	履約價
	Vol.

報價(%)
	期限(年)
	履約價
	Vol.

報價(%)
	期限(年)
	履約價
	Vol.

報價(%)

	0.25
	1.5%
	8
	0.25
	2.5%
	8
	0.25
	3.5%
	8
	0.25
	4.5%
	8

	0.5
	1.5%
	8
	0.5
	2.5%
	8
	0.5
	3.5%
	8
	0.5
	4.5%
	8

	0.75
	1.5%
	8
	0.75
	2.5%
	8
	0.75
	3.5%
	8
	0.75
	4.5%
	8

	1
	1.5%
	8.538594
	1
	2.5%
	8.360483
	1
	3.5%
	8.321068
	1
	4.5%
	8.314355

	1.25
	1.5%
	9.065219
	1.25
	2.5%
	8.712955
	1.25
	3.5%
	8.635001
	1.25
	4.5%
	8.621724

	1.5
	1.5%
	9.603813
	1.5
	2.5%
	9.073438
	1.5
	3.5%
	8.956069
	1.5
	4.5%
	8.936078

	1.75
	1.5%
	10.14839
	1.75
	2.5%
	9.437926
	1.75
	3.5%
	9.280704
	1.75
	4.5%
	9.253926

	2
	1.5%
	11.1357
	2
	2.5%
	10.14639
	2
	3.5%
	9.837004
	2
	4.5%
	9.778085

	2.25
	1.5%
	12.12301
	2.25
	2.5%
	10.85486
	2.25
	3.5%
	10.3933
	2.25
	4.5%
	10.30224

	2.5
	1.5%
	13.08838
	2.5
	2.5%
	11.54759
	2.5
	3.5%
	10.93724
	2.5
	4.5%
	10.81475

	2.75
	1.5%
	14.07569
	2.75
	2.5%
	12.25605
	2.75
	3.5%
	11.49354
	2.75
	4.5%
	11.33891

	3
	1.5%
	14.81617
	3
	2.5%
	12.97623
	3
	3.5%
	12.06952
	3
	4.5%
	11.85515

	3.25
	1.5%
	15.55665
	3.25
	2.5%
	13.69641
	3.25
	3.5%
	12.6455
	3.25
	4.5%
	12.37139

	3.5
	1.5%
	16.29713
	3.5
	2.5%
	14.41659
	3.5
	3.5%
	13.22149
	3.5
	4.5%
	12.88762

	3.75
	1.5%
	17.02116
	3.75
	2.5%
	15.12076
	3.75
	3.5%
	13.78467
	3.75
	4.5%
	13.39239


資料來源：中國信託商業銀行
表(4.2.3)用Black公式評價利率上限之現金價格
	期限
	履約價
	現金
價格
	期限
	履約價
	現金
價格
	期限
	履約價
	現金
價格
	期限
	履約價
	現金
價格

	1
	1.5%
	0.0020879
	1
	2.5%
	3.41E-09
	1
	3.5%
	0
	1
	4.5%
	0

	2
	1.5%
	0.00716633
	2
	2.5%
	4.79E-05
	2
	3.5%
	5.79E-09
	2
	4.5%
	9.23E-14

	3
	1.5%
	0.0136686
	3
	2.5%
	0.000555042
	3
	3.5%
	6.41E-06
	3
	4.5%
	4.83E-08

	4
	1.5%
	0.0215128
	4
	2.5%
	0.00216609
	4
	3.5%
	0.000135513
	4
	4.5%
	7.76E-06


第三步驟是利用上限買權可視為一個零息債券賣權的特性(見附錄 A)，故我們可以利用Hull-White模型的零息債券賣權公式(式子2.2.1)來評價上限買權價值，再用第二步驟求得利率上限。而後使用SSE方法，找到能使兩者價格的平方差之和為最小的最適利率回歸速度a與利率波動度
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即
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其中
[image: image278.wmf]ki
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為式子Black’s 模型算出的市場利率上限(Cap)價格，
[image: image279.wmf]ki

V

為Hull-White模型的利率上限價格，k為履約價格，n為利率上限的到期日。
結果顯示，當a等於0.014485和
[image: image280.wmf]σ

等於0.004596，得到最小SSE為7.80133E-005，如表(4.2.4)與圖(4.2.2)，故(0.014485,0.004596)作為Hull-White模型的參數(a, 
[image: image281.wmf]σ

)。
表(4.2.4)用Hull-White公式評價利率上限之現金價格
	期限
	履約價
	現金
價格
	期限
	履約價
	現金
價格
	期限
	履約價
	現金
價格
	期限
	履約價
	現金
價格

	1
	1.5%
	0.002331
	1
	2.5%
	3.20E-05
	1
	3.5%
	6.50E-09
	1
	4.5%
	4.96E-15

	2
	1.5%
	0.007852
	2
	2.5%
	0.000599
	2
	3.5%
	8.94E-06
	2
	4.5%
	1.79E-08

	3
	1.5%
	0.01489
	3
	2.5%
	0.002012
	3
	3.5%
	9.27E-05
	3
	4.5%
	1.24E-06

	4
	1.5%
	0.023215
	4
	2.5%
	0.00435
	4
	3.5%
	0.000373
	4
	4.5%
	1.32E-05
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圖(4.2.2) Hull-White模型與Black公式的利率上限價格
(二) 實證結果
利用第三節的數值方法以及利率上限所估計出來Hull-White模型參數，可求得雪球型利率連動債劵價格（百分比）如表(4.2.5)所示。
	Hull-White

樹狀結構
	不可贖回的雪球型債券
	可贖回的雪球型債券
	可贖回條款的價值
	發行機構的報酬率(%)

 (面額-可贖回雪球型債券)

/ 可贖回雪球型債券

	三元樹
	113.901
	88.0214
	25.8796
	13.6087

	九元樹
	116.566
	88.1891
	28.3769
	13.3927


表(4.2.5) Hull-White三元樹與求面積法建構的Hull-White多元樹
評價雪球型債券
雪球型債券的市價為依該債券面額平價發行，與模型的評價結果有明顯差距。因該債券是在OTC市場交易，雖然與無套利理論價格不符，但是在流動性不好、市場不完備的情況下，也不能因此而套利。所以，未來可將本文沒考慮的風險因子加入模型，讓模型更加完整。
4.3 敏感度分析
根據第一節的契約規格，分析不同變數對債劵價格的影響。
波動度
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對雪球型債劵價格的影響
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(4.3.1) 波動度
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對雪球型債劵價格的影響
                   面額為一單位，利率回歸速度為0.5%，零息利率方程式為         

                   r(t)=0.02363-0.007314*exp (-1.316*t)。
由圖(4.3.1)可知，當波動度
[image: image286.wmf]σ

越高，債劵價格會越高。當波動度越大，代表利率可能發生極高或極低的水準，當利率為極低時，債劵持有者會獲得高票面利率，因此債劵價值會升高；當利率為極高時，會造成低票面利率，但因為票面利率有下限0%，兩者效果相加還是會使得債劵價值上升。對於有贖回條款雪球型債劵，當利率為極低的情況下，發行機構有權贖回債劵，會抑制債劵價值快速上升，所以價格變化幅度不大。
利率回歸速度a對雪球型債劵價格的影響
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圖(4.3.2) 利率回歸速度a對雪球型債劵價格的影響
               面額為一單位，利率回歸速度為0.1、0.15和0.2，零息利率方程式為
               r(t)=0.02363-0.007314*exp (-1.316*t)。
由圖(4.3.2)可知，對於不可贖回的雪球型債劵，利率回歸速度a越小時，債劵價值會越高。a越小，代表利率處高檔或低檔時，需要一段時間才會回歸到利率長期平均水準，故當利率為低檔時，債劵持有者會得到高票面利率，且折現因子較小，因此債劵價格上升，反之，當利率為高檔時，一樣因為票面利率有下限0%，所以債劵價格不會無限下降，故兩者效果相加，還是會造成價格與利率回歸速度a負相關。
零息利率對雪球型債劵價格的影響
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圖(4.3.3) 零息利率對雪球型債劵價格的影響
                   面額為一單位，利率回歸速度為0.1，零息利率方程式為r(t)=0.08
                   -0.05*exp (-0.18*t)。
圖(4.3.3)為高零息利率對債劵價格的變化；當利率上升時，會使得票面利率降低，此時發行機構不會行使贖回條款，故兩種價格會重合。但是當波動度
[image: image289.wmf]σ

越大，則利率走勢有可能走到低檔，使得票面利率增加，發行機構行使贖回條款，故不可贖回的雪球型債劵價格較高。
閉鎖期對雪球型債劵價格的影響
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圖(4.3.4) 閉鎖期對雪球型債劵價格的影響
                   面額為一單位，利率回歸速度為0.014485，波動度為0.004596，
                   零息利率方程式為r(t)=0.02363-0.007314*exp (-1.316*t)。
由圖(4.3.4)可知，當閉鎖期越長，可贖回的時間越少，所得的債劵價值越高，直到逼近不可贖回型債劵的價格。
5. 結論
本文結合Hull-White模型和求面積法，提出一個有效率評價雪球型債券並同時縮減分配誤差的方法。本文發現在Hull-White利率樹下，雪球型債券在第i個付息日所可能支付的票面利率皆可用通式
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和ΔR為常數，K為整數)，這個特性幫助我們有效率地處理複雜的票面利率計算。此外，本文將求面積法導入Hull-White利率樹中，以減少分配誤差。本文以永豐銀行發行的雪球型債券為例進行評價，並討論不同參數(如利率波動度及利率回歸速度等)對債券價格的影響。 
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推導上限買權(Caplet)為一個零息債券賣權
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callable snowball price

mean reversion
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callable snowball price with decreased zero curve v.s. mean reversion
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new bond(snowball upper bound)

		TOTAL_sigma\a		0.05		0.1		0.15		0.2		0.25		0.3		0.35		0.4				TOTAL_sigma\a		0.05		0.1		0.15		0.2		0.25		0.3		0.35		0.4

		0.005		1.2369		1.23246		1.22811		1.22386		1.21971		1.21565		1.21169		1.20781				0.005		0.875812		0.876233		0.876641		0.877		0.877347		0.877696		0.878072		0.878439

		0.006		1.32266		1.3171		1.31167		1.30636		1.30116		1.29608		1.29111		1.28624				0.006		0.878076		0.878548		0.879007		0.879428		0.879872		0.880259		0.880677		0.881106

		0.007		1.41075		1.40407		1.39753		1.39114		1.38488		1.37876		1.37278		1.36693				0.007		0.880198		0.880691		0.881229		0.881729		0.882175		0.882688		0.883127		0.883645

		0.008		1.50103		1.49319		1.48552		1.47803		1.4707		1.46353		1.45651		1.44964				0.008		0.882366		0.882955		0.883483		0.883985		0.88459		0.885073		0.885612		0.886113

		0.009		1.59278		1.58379		1.575		1.56639		1.55798		1.54974		1.54168		1.5338				0.009		0.884366		0.885018		0.885693		0.886264		0.886869		0.887402		0.887975		0.888496

		0.01		1.68595		1.67576		1.66579		1.65604		1.6465		1.63717		1.62803		1.6191				0.01		0.886907		0.887532		0.888194		0.88883		0.889534		0.890207		0.890684		0.891207

		0.011		1.78032		1.76892		1.75777		1.74687		1.7362		1.72578		1.71557		1.70559				0.011		0.888741		0.889552		0.889995		0.890588		0.891267		0.891918		0.892588		0.893205

		0.012		1.8759		1.86326		1.85091		1.83883		1.82701		1.81544		1.80413		1.79306				0.012		0.891024		0.891669		0.892385		0.893153		0.89391		0.894727		0.895353		0.895954

		0.013		1.97252		1.95862		1.94502		1.93172		1.91872		1.906		1.89357		1.8814				0.013		0.893167		0.894022		0.894892		0.895674		0.896315		0.897102		0.897902		0.898601

		0.014		2.07032		2.0551		2.04023		2.0257		2.01149		1.9976		1.98401		1.97072				0.014		0.895286		0.896161		0.897051		0.89791		0.898778		0.899479		0.900146		0.9009

		0.015		2.16934		2.15278		2.13659		2.12078		2.10532		2.09021		2.07543		2.06098				0.015		0.897255		0.89823		0.899117		0.900015		0.90078		0.901603		0.902312		0.903184

		decreasezero curve						noncallable														decreasezero curve						callable

		zero curve

		0.0282737184

		0.0248754731

		0.0239640433

		0.0237195924

		0.0236540292

		0.0236364448

		0.0236317285

		0.0236304636

		0.0236301243

		0.0236300333





new bond(snowball upper bound)
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rate

time (year)

zero curve



		callable_time		call				year		noncall		a		sigma

		4		0.874405		87.4405		1		1.13901		0.014485		0.004596

		5		0.874432		87.4432		1.25		1.13901

		6		0.87454		87.454		1.5		1.13901

		7		0.874758		87.4758		1.75		1.13901

		8		0.875099		87.5099		2		1.13901

		9		0.875634		87.5634		2.25		1.13901

		10		0.876399		87.6399		2.5		1.13901

		11		0.877405		87.7405		2.75		1.13901

		12		0.878645		87.8645		3		1.13901

		13		0.880214		88.0214		3.25		1.13901

		14		0.882094		88.2094		3.5		1.13901

		15		0.88428		88.428		3.75		1.13901

		16		0.886782		88.6782		4		1.13901

		17		0.889797		88.9797		4.25		1.13901

		18		0.893262		89.3262		4.5		1.13901

		19		0.897188		89.7188		4.75		1.13901

		20		0.901593		90.1593		5		1.13901

		21		0.90648		90.648		5.25		1.13901

		22		0.911917		91.1917		5.5		1.13901

		23		0.917881		91.7881		5.75		1.13901

		24		0.924356		92.4356		6		1.13901

		25		0.931475		93.1475		6.25		1.13901

		26		0.939222		93.9222		6.5		1.13901

		27		0.947583		94.7583		6.75		1.13901

		28		0.956518		95.6518		7		1.13901

		29		0.966475		96.6475		7.25		1.13901

		30		0.977311		97.7311		7.5		1.13901

		31		0.989009		98.9009		7.75		1.13901

		32		1.00155		100.155		8		1.13901

		33		1.01513		101.513		8.25		1.13901

		34		1.02971		102.971		8.5		1.13901

		35		1.04527		104.527		8.75		1.13901

		36		1.06179		106.179		9		1.13901

		37		1.07946		107.946		9.25		1.13901

		38		1.09825		109.825		9.5		1.13901

		39		1.11811		111.811		9.75		1.13901

		40		1.13901		113.901		10		1.13901
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		floor (by Black's equation)

		value of  3% coupon in1 quarterly of first year:		0.00747163		0.00747163						0.00747163														Day		Zero Rate

		value of  3% coupon in2 quarterly of first year:		0.00744061		0.00744061						0.00744061												3/1/06		0

		value of  3% coupon in3 quarterly of first year:		0.00740773		0.00740773						0.00740773												3/2/06		1		1.4610%

		value of  3% coupon in4 quarterly of first year:		0.00737273		0.00737273		8				0.00737273												4/1/06		31		1.4400%

		value of coupon in5 quarterly:		0.00623553		0.0479268306		<- 殘念		0.0479313378		0.0242193929		4		<-偷改								5/1/06		61		1.4750%

		value of coupon in6 quarterly:		4.42E-07		0.0000029674						0.0000029674												6/1/06		92		1.5160%

		value of coupon in7 quarterly:		4.23E-07		0.0000024258						0.0000024258												9/1/06		184		1.5900%

		value of coupon in8 quarterly:		4.06E-07		0.0000019347						0.0000019347												12/1/06		275		1.6505%

		value of coupon in9 quarterly:		2.09E-05		0.0000795625						0.0000795625						conti rate				discrete discount factor		3/1/07		365		1.7115%

		value of coupon in10 quarterly:		1.96E-05		0.0000557219						0.0000557219						0.0174588043		5		0.9784129044		6/1/07		457		1.7497%

		value of coupon in11 quarterly:		1.81E-05		0.0000341593		face value				0.0000341593						0.0178400136		6		0.9735948563		9/1/07		549		1.7880%

		value of coupon in12 quarterly:		1.67E-05		0.0000157288		0.9426739814				0.0000157288						0.0182221953		7		0.9686142455		12/1/07		640		1.8264%

		bond value (coupon+face value)=		1.0204860123		0.0778120308		0.9426739814				0.0541045932						0.0186052426		8		0.9634733171		3/1/08		731		1.8649%

		coupon in 5 th 只累加一年		0.9967785746														0.018860356		9		0.9584519951		6/1/08		823		1.8905%

																		0.0191161671		10		0.953333568		9/1/08		915		1.9162%

																		0.0193727286		11		0.9481192404		12/1/08		1006		1.9420%

		floor (by alpha)																0.0196300143		12		0.9428104323		3/1/09		1096		1.9678%

		spread-alpha				1		2		3		4												6/1/09		1188		1.9898%

				2		-0.0050352		-0.0058106		-0.0065905		-0.0073739												9/1/09		1280		2.0118%

				3		-0.0044966		-0.0050271		-0.0055616		-0.0060993												12/1/09		1371		2.0339%

				4		-0.0036265		-0.0040902		-0.0045578		-0.0050285												3/1/10		1461		2.0561%

				5		-0.0020961		-0.0024637		-0.0028352		-0.0032091												6/1/10		1553		2.0730%

				6		-0.0022111		-0.0026992		-0.0031925		-0.0036873												9/1/10		1645		2.0900%

				7		-0.0016836		-0.0021855		-0.0026934		-0.0032052												12/1/10		1736		2.1070%

				8		0.0005348		0.000144		-0.0002526		-0.0006522												3/1/11		1826		2.1241%

				9		0.0014548		0.0010522		0.0006432		0.000231												6/1/11		1918		2.1466%

				10		0.0023269		0.0019119		0.0014895		0.0010681												9/1/11		2010		2.1691%

																								12/1/11		2101		2.1918%

																								3/1/12		2192		2.2145%

		Accumulative discounted factor																						6/1/12		2284		2.2372%

				1		0.9962243099		0.9920970127		0.9877221935		0.9830644587												9/1/12		2376		2.2601%

				2		0.9784084088		0.9735865752		0.9686005826		0.9634523988												12/1/12		2467		2.2830%

				3		0.9584215006		0.9532911024		0.9480621604		0.9427358677												3/1/13		2557		2.3059%

				4		0.9374331598		0.9320528382		0.9265956992		0.9210627601												6/1/13		2649		2.3230%

				5		0.9156612514		0.910208262		0.9047042225		0.8991499261												9/1/13		2741		2.3401%

				6		0.8932963561		0.8873733167		0.8813815745		0.8753227437												12/1/13		2832		2.3572%

				7		0.8691984583		0.8630094936		0.8567565841		0.8504409545												3/1/14		2922		2.3744%

				8		0.844431725		0.8383836255		0.8322969134		0.8261724556												6/1/14		3014		2.3917%

				9		0.8200130913		0.8138183467		0.8075884479		0.8013242956												9/1/14		3106		2.4090%

				10		0.795029037		0.7887020495		0.7823434552		0.7759550368												12/1/14		3197		2.4264%

																								3/1/15		3287		2.4439%

		value of  3% coupon in1 quarterly of first year:		0.0075		0.9962243099		0.0074716823				0.9962243099		0.0074716823										6/1/15		3379		2.4614%

		value of  3% coupon in2 quarterly of first year:		0.0075		0.9920970127		0.0074407276				0.9920970127		0.0074407276										9/1/15		3471		2.4790%

		value of  3% coupon in3 quarterly of first year:		0.0075		0.9877221935		0.0074079165				0.9877221935		0.0074079165										12/1/15		3562		2.4966%

		value of  3% coupon in4 quarterly of first year:		0.0075		0.9830644587		0.0073729834				0.9830644587		0.0073729834										3/1/16		3653		2.5143%

		value of coupon in5 quarterly:		0.0062412		7.6865585965		0.0479733495				3.8840479655		0.0242411202

		value of coupon in6 quarterly:		0		6.7081501878		0				6.7081501878		0

		value of coupon in7 quarterly:		0		5.7345636125		0				5.7345636125		0

		value of coupon in8 quarterly:		0		4.7659630299		0				4.7659630299		0

		value of coupon in9 quarterly:		0		3.8025106311		0				3.8025106311		0

		value of coupon in10 quarterly:		0		2.8440891304		0				2.8440891304		0

		value of coupon in11 quarterly:		0		1.890798028		0		face value		1.890798028		0

		value of coupon in12 quarterly:		0		0.9427358677		0		0.9427358677		0.9427358677		0

		bond value (coupon+face value)=		1.020402527				0.0776666593		0.9427358677				0.05393443

		coupon in 5 th 只累加一年		0.9966702977





		floor (by Black's equation)						8				6

		value of coupon in5 quarterly:		0.00623553		0.0488301958		<- 殘念		0.0368081291		<-偷減幾期														Day		Zero Rate

		value of coupon in6 quarterly:		4.42E-07		0.0000030238				0.0000030238														3/1/06		0

		value of coupon in7 quarterly:		4.23E-07		0.0000024723				0.0000024723														3/2/06		1		1.4610%

		value of coupon in8 quarterly:		4.06E-07		0.0000019721				0.0000019721														4/1/06		31		1.4400%

		value of coupon in9 quarterly:		2.09E-05		0.0000811121				0.0000811121														5/1/06		61		1.4750%

		value of coupon in10 quarterly:		1.96E-05		0.0000568145				0.0000568145														6/1/06		92		1.5160%

		value of coupon in11 quarterly:		1.81E-05		0.0000348337		face value		0.0000348337														9/1/06		184		1.5900%

		value of coupon in12 quarterly:		1.67E-05		0.0000160414		0.9614078863		0.0000160414														12/1/06		275		1.6505%

		bond value (coupon+face value)=		1.0104343519		0.0490264657		0.9614078863		0.037004399														3/1/07		365		1.7115%

		偷減幾期 :		0.9984122852																				6/1/07		457		1.7497%

																								9/1/07		549		1.7880%

																								12/1/07		640		1.8264%

																								3/1/08		731		1.8649%

																								6/1/08		823		1.8905%

																								9/1/08		915		1.9162%

																								12/1/08		1006		1.9420%

																								3/1/09		1096		1.9678%

																								6/1/09		1188		1.9898%

																								9/1/09		1280		2.0118%

																								12/1/09		1371		2.0339%

																								3/1/10		1461		2.0561%

																								6/1/10		1553		2.0730%

																								9/1/10		1645		2.0900%

																								12/1/10		1736		2.1070%

																								3/1/11		1826		2.1241%

																								6/1/11		1918		2.1466%

																								9/1/11		2010		2.1691%

																								12/1/11		2101		2.1918%

																								3/1/12		2192		2.2145%

																								6/1/12		2284		2.2372%

																								9/1/12		2376		2.2601%

																								12/1/12		2467		2.2830%

																								3/1/13		2557		2.3059%

																								6/1/13		2649		2.3230%

																								9/1/13		2741		2.3401%

																								12/1/13		2832		2.3572%

																								3/1/14		2922		2.3744%

																								6/1/14		3014		2.3917%

																								9/1/14		3106		2.4090%

																								12/1/14		3197		2.4264%

																								3/1/15		3287		2.4439%

																								6/1/15		3379		2.4614%

																								9/1/15		3471		2.4790%

																								12/1/15		3562		2.4966%

																								3/1/16		3653		2.5143%
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